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Авторы оценивают процесс динамического 
контакта «колесо-рельс», для его 

моделирования рассмотрено несколько 
моделей взаимодействия, позволяющих 

учесть различные реологические 
свойства контактирующих тел. В качестве 

инструментальной основы выступают 
уравнения, описывающие движение 

колеса и рельса в вертикальном 
направлении, которые затем решаются 

с использованием начальных условий 
и численной итерационной схемы, 

предполагающей, что на малых временных 
интервалах отдельные величины ведут 

себя линейно. Предлагаемый алгоритм 
позволяет определить, что на средних 

и высоких скоростях движения экипажа для 
описания характера взаимодействия колеса 

и рельса, а также для нахождения отдельных 
динамических величин наилучшим образом 

подходит упруго-пластическая зависимость 
Александрова-Кадомцева.
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При строительстве высокоскорост-
ных железнодорожных магистра-
лей необходимо учитывать изме-

нение классической модели контакта 
колёсной пары и рельса . С одной сторо-
ны, высокая скорость не позволяет в пол-
ной мере развиться пластическим дефор-
мациям в окрестности площадки контак-
та колеса и рельса [1–4], с другой сторо-
ны, возросшие скорости увеличивают 
динамическую составляющую в итоговых 
напряжениях и усилиях [5–7], и соотно-
шения классической теории Герца [8, 9] 
для контакта двух тел уже не обеспечива-
ют достаточного приближения к резуль-
татам экспериментов [10], не дают опи-
сать все процессы, происходящие как 
в колесе, так и рельсе .

Потребности инженерной практики 
в транспортной отрасли заставляют иссле-
дователей совершенствовать реологические 
модели контактирующих тел, более деталь-
но оценивать характер их взаимодействия 
и сопутствующий им широкий спектр явле-
ний [11, 12] .
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С этой точки зрения, при исследовании 
процесса динамического контактного на-
гружения «колесо-рельс» (рис . 1) предла-
гается рассмотреть несколько контактных 
моделей взаимодействия и учесть различ-
ные реологические свойства взаимодейст-
вующих тел:

1 . Квазистатическая модель Герца [2, 7]: 
P = ka3/2 . (1)

2 . Линейно-упругая модель [7, 8]:

( )1  .P E wa= −  (2)

3 . Вязкоупругая модель [9]:

 ( ) ( ) ( ) 11
1

1 0

 .
t ttE

P t E w w e dtτa a
τ

′−
−

′= − − −∫    (3)

4 . Упругопластическая модель Кильчев-
ского [6]:
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5 . Упругопластическая модель Алексан-
дрова-Кадомцева [6]:

( ) ( )
( )

2 3
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6 . Модель, в которой сила взаимодей-
ствия разделена на этап нагружения и раз-
грузки [11] . Для этапа нагружения –  (1), 
для этапа разгрузки:
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 (6)

7 . Вязкоупругая модель с дробными 
производными Римана-Лиувилля [12]:

( )1P D P E D wg g g gτ τ a+ = − , 

( )
( )0

 .
1

t P t td
D P dt

dt Г t
g

gg

′−
′=

′−∫  (7)

В выражениях (1)-(7) a –  местное смятие 
материалов рельса и колеса; k –  коэффици-
ент, зависящий от геометрии контактирую-
щих тел и упругих характеристик их материа-
лов; E

1
 –  модуль упругости области взаимо-

действия колесной пары и рельса; w –  пере-
мещение нижней грани рельса; l	= 5 .7,

( )( )( )1 3
22

19 16b k k Rπ= + , ( )2
1 1 11k Es= − ,

 ( )21k Es= − , plkχ π l= , 

( )( )23
1 13 4P R k kχ= + , 1 2d Rχ= , 

( )( ) 32
1

31 43 kkRb ff += −
, 1 1 1

p fR R R− − −= − , 

( )( ) 1 2 3 2
1 max4 3fR k k P χ −= + ,

( ) ( ) ( ) 1

max max
1 2p pP P Ra b χ

−
= − ,  0 .33b = , 

( )1 2
1 13 8с k kχ= + ,  plk  –  наименьшая 

из пластических констант взаимодействую-
щих тел; s 

1
, E

1
 –  коэффициент Пуассона 

и модуль упругости для колесной пары [2, 
8]; τ

1 
= η

1 
/ E

1
, τ

1
 –  время релаксации в случае 

вязкоупругой модели; η
1
 –  коэффициент 

вязкого сопротивления; g (0< g ≤1) –  пара-
метр дробности; P

m
 –  максимальное значе-

ние контактной силы перед началом этапа 
разгрузки; a

m
 –  максимальное смятие мате-

риала в области взаимодействия; a
0
 –  теку-

щее значение смятия; q и b –  эксперимен-
тально определяемые константы; a

cr
 –  кри-

тическое значение смятия .
При моделировании динамического 

взаимодействия колеса и рельса с учетом 
однородности и изотропности материалов 
двух тел и гладкости контактирующих по-
верхностей уравнения движения колеса 
и рельса после начала взаимодействия 
принимают вид

( )my P t= − ,

( ) ( )
4

4
,

w
EI F w P t x

x
r d x∂

+ = −
∂

  (8)

где m –  масса колеса; y –  перемещение 
колеса; w(x, t) –  прогиб рельса; E –  модуль 
Юнга; I –  момент инерции сечения рельса 

Рис. 1. Модель контактного взаимодействия 
колеса и рельса.

– время релаксации в случае вязкоупругой модели; 1 – коэффициент вязкого 

сопротивления;   (0   1) – параметр дробности; Pm – максимальное значение 

контактной силы перед началом этапа разгрузки; m – максимальное смятие 

материала в области взаимодействия; 0 – текущее значение смятия; q и  − 

экспериментально определяемые константы; cr – критическое значение смятия. 

 

 

 
 

 

 

 

Рис. 1. Модель контактного взаимодействия колеса и рельса. 
 

При моделировании динамического взаимодействия колеса и рельса с 

учетом однородности и изотропности материалов двух тел и гладкости 

контактирующих поверхностей уравнения движения колеса и рельса после 

начала взаимодействия принимают вид 
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где m – масса колеса; y – перемещение колеса; w(x,t) – прогиб рельса; E – 

модуль Юнга; I – момент инерции сечения рельса относительно средней линии; 

F – площадь сечения рельса;  – плотность его материала;  (х-) – дельта 

функция Дирака; х – координата, отсчитываемая вдоль оси рельса, точка над 

величиной означает частную производную по времени. 

Уравнения (8), (9) интегрируются с учетом начальных условий  

000 ,0 Vw tt                 (9) 

и зависимости между силой взаимодействия и местным смятием (1)-(6). 

После интегрирования определяющего соотношения получаем 

функциональное уравнение для определения контактной силы:  
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относительно средней линии; F –  площадь 
сечения рельса; r –  плотность его матери-
ала; d (х-x) –  дельта-функция Дирака; х –  
координата, отсчитываемая вдоль оси 
рельса, точка над величиной означает 
частную производную по времени .

Уравнения (8), (9) интегрируются с уче-
том начальных условий

00 0
0,

t t
w Va

= =
= =    (9)

и зависимости между силой взаимодейст-
вия и местным смятием (1)-(6) .

После интегрирования определяющего 
соотношения получаем функциональное 

уравнение для нахождения контактной 
силы:

( )

( ) ( )

1

2/3
0 2 2 1

0 0

1
 

 sin ,

tt

t

n n
n o

V t P t dt dt k P
m

A P t dτ ω τ τ

′− = +

+ −

∫ ∫

∑ ∫  (10)

где коэффициенты A
n
 зависят от вида соб-

ственных функций и собственных значе-
ний в задаче .

Решение интегро-дифференциального 
уравнения типа (10) для соотношений (1)-(7) 
находится численно с помощью ЭВМ, ис-

Рис. 2. Зависимость контактной силы от времени для разных моделей 
контактного взаимодействия колесо-рельс.

Рис. 3. Зависимость контактной силы от времени для разных скоростей движения экипажа.
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ходя из предположения, что на каждом до-
статочно малом интервале ( )1n t nτ τ− ≤ ≤  

неизвестные величины изменяются линей-

но ( ) ( )1n nP n P Pτ τ−= −  . Подобная вычи-

слительная итерационная схема чаще 
всего используется при представлении 
неизвестных величин в виде разложений 
в ряды по специальным функциям [6–10] . 
Это связано с тем, что итоговое определя-
ющее уравнение содержит суммирование 
по двум индексам .

На рис . 2, 3 показаны зависимости кон-
тактной силы от времени . На рис . 2 кривые 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 построены при использо-
вании соотношений (1), (2), (3), (4), (5), (6) 
и (7) соответственно, а кривая 8 взята из [2], 
скорость движения транспортного средст-
ва V

0
 = 80 км/ч . На рис . 3 кривые 1, 2 соот-

ветствуют V
0
 = 200 км/ч, кривые 3, 4 – 

V
0
 = 150 км/ч, кривые 5, 6 – V

0
 = 100 км/ч, 

кривые 1, 3, 5 были рассчитаны при помо-
щи соотношений (5), а кривые 2, 4, 6 –  при 
помощи соотношений (3) .

Из рис . 2 видно, что модели (3) и (5) 
дают наилучшее приближение к результату 
эксперимента и что при скоростях ≈80 км/ч 
реологические свойства колеса и рельса 
уже заметно влияют на максимальное зна-
чение контактной силы и время взаимо-
действия . На рис . 3 сравниваются резуль-
таты использования вязкоупругой (3) 
и упруго-пластической зависимостей (5) . 
При увеличении начальной скорости вза-
имодействия колеса и рельса (скорости 
движения экипажа) разница между значе-
ниями максимальных контактных сил, 
полученных при использовании зависимо-
стей (3) и (5), а также время взаимодейст-
вия растут .

Выводы. В ходе исследования получены 
графические зависимости контактной си-
лы от времени для различных моделей 
контактного взаимодействия колеса 
и рельса, которые показали, что даже при 
скоростях движения экипажа 80 км/ч не-
обходимо учитывать вязкоупругие и упру-
го-пластические свойства материалов . 
Модификация имеющихся соотношений 

для контактной силы и местного смятия 
позволила приблизить получаемые графи-
ческие зависимости к результатам экспе-
римента . Предложенный алгоритм дает 
возможность выбрать математическую 
модель контакта, наиболее точно описы-
вающую происходящие процессы во взаи-
модействующих телах, и получить близкие 
по отношению к экспериментальным 
данным значения максимальной силы 
взаимодействия и времени контакта .
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