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Демонстрируется математическая модель 
распространения волновых поверхностей 

в плоском элементе, являющемся 
несущей плитой безбалластного пути при 

динамическом воздействии колёсной пары. 
Предложен алгоритм учета различных 

реологических свойств взаимодействующих 
тел, основанный на аналитическом методе 

представления неизвестных величин 
в виде разложений по пространственной 

координате и времени, начальных 
и граничных условий. Метод построения 

волновой картины в пластинке базируется 
на принципе суперпозиции двух отдельных 

задач: контактной задачи приложения 
первоначальной динамической нагрузки 

и волновой задачи деформирования плиты 
с течением времени, в том числе и за счет 

распространения с конечными скоростями 
упругих волн. В статье решается волновая 
задача в аналитическом виде для функций 

перемещений.
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Исследование поведения конструк-
ций безбалластного пути под дей-
ствием динамической нагрузки 

стимулирует поиск математических моде-
лей, способных максимально облегчить 
понимание рассматриваемых явлений . При 
изучении волновых процессов в телах, 
подобных несущей плите, предлагается 
использовать модели идеально упругой 
среды [1, 2] . Если при этом учитывать [3, 4], 
что объекты обладают всеми свойствами 
такой среды, то дифференциальные урав-
нения распространения волн в телах плот-
ностью r можно получить из общих урав-
нений равновесия прямоугольной призмы 
с ребрами dx, dy, dz, выделенной вблизи 
произвольной точки, приравняв нулю уси-
лия и инерционные члены [5, 6] .

Дифференциальные волновые уравне-
ния для перемещений в упругой среде 
в общем виде примут вид:
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Здесь: ∆  –  объёмная деформация; 2∇ −  

оператор Лапласа второго порядка; 

( )( )1 1 2 ;Eχ ν ν ν= + −  E и G –  модули упру-

гости и сдвига соответственно; ν −  коэф-

фициент Пуассона; u, v, w –  перемещения 
элементов упругой среды вдоль координат-
ных осей 0x, 0y, 0z .

Динамическое поведение плиты в дан-
ном случае описывается волновыми уравне-
ниями типа Уфлянда-Миндлина-Рейснера, 
имеющими гиперболическую структуру 
и учитывающими сдвиговые деформации 
и инерцию вращения поперечных сечений 
[7–10] . Нахождение динамических и кине-
матических параметров деформирования 
несущей армированной плиты безбалласт-
ного пути предполагает решение определя-
ющей системы уравнений, записанной 
в безразмерном виде с помощью замен:

( )1 1, 1 ,

, , ,
r rt c h c E

w w h u u h v v h r r h

qτ s s r= = −

= = = = , (2)

где w(r,	q), u(r,	q) и v(r,	q) –  перемещения 
по нормали и касательным в направлениях 
r, q соответственно; j(r,	q) и y(r,	q) –  функ-
ции углов поворота в двух тангенциальных 
направлениях; Е

r
, Еq и s

r
, sq 

–  модуль Юн-
га и коэффициент Пуассона для направле-
ний r, q; h –  толщина железобетонной 
плиты; t –  время, прошедшее с момента 
начала динамического воздействия 
от транспортного средства .

При использовании замен (2) система 
уравнений, определяющих динамическое 
поведение несущей плиты, запишется 
в виде
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плотность материала плиты; q –  внешняя 
нагрузка (здесь от динамического воздей-
ствия); , 5 6,r rE E Kq qs s= =  D

r
, Dq, С

r
, 

Сq –  жесткости изгиба и растяжения-сжа-
тия для направлений r, q; G

rz
, Gqz

 –  модуль 
сдвига в плоскостях, указанных в индексе 
нижнего регистра .

Параметры с
1
, с
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, с

3
, с

4
, с

5
, входящие 

в выражения (3), представляют собой ква-
драты скоростей фронтов упругих волн, 
индексы у величины обозначают тип вол-
новой поверхности: 1, 2 определяют квази-
продольные волновые поверхности растя-
жения-сжатия, распространяющиеся вдоль 
направлений r и q (вдоль и поперек рельс 
соответственно), индекс 3 –  квазипопереч-
ную волновую поверхность сдвига в пло-
скости rq, индексы 4, 5 –  квазипоперечные 
волновые поверхности сдвига по направ-
лениям, нормальным к плоскостям rz, qz . 
Значения скоростей волновых поверхно-
стей напрямую зависят от механических 
анизотропных свойств материала плиты 
в соответствующих направлениях . Можно 
считать, что набор значений этих скоростей 
определяет упругие свойства несущей же-
лезобетонной плиты [9, 11] .

Решение системы уравнений (3) пред-
лагается искать в пространстве Лапласа . 
Все виды имеющихся в (3) линейных 
и угловых перемещений, а также внеш-
нюю нагрузку q(t, r,	 q) (функция, свя-
занная с контактной силой P(t)) предла-
гается записать в виде разложений 
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в степенные ряды [10, 11] по сфериче-
ским функциям с использованием поли-
номов Лежандра [5] . Такое представле-
ние неизвестных величин позволяет 
связать между собой искомые функции 
и их производные различных порядков 
с точностью до неизвестных коэффици-
ентов, что не даст увеличиться числу 
неизвестных функций после их диффе-
ренцирования:
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В приведенных выражениях R –  харак-
терный размер несущей плиты основания; 
r

1
 –  координата места динамического воз-

действия колеса на верхнее строение желез-
нодорожного пути; х –  величина, которая 
может принимать значения основных пере-
мещений f, y, w, u, v . Данные величины 
находятся в пространстве изображений, 
о чем и говорит черта сверху . P(p) –  зависи-
мость силы взаимодействия от параметра 
пространства изображений .

Для определения коэффициентов раз-
ложений (4), (5) воспользуемся их пред-
ставлением в виде рядов Лорана вблизи 
исследуемой точки плиты [6, 7]:

0 0 1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 ,n m n m n m n m n mx x x x xε ε ε ε+ + + + += + + +  (6)

где ε = p-2, р –  параметр пространства Лап-
ласа .

Подставляя ряды (4), (5) с учетом (6) 
в систему (3) и приравнивая коэффициен-
ты при одинаковых степенях ε, получим 
системы линейных алгебраических урав-
нений, из которых найдем коэффициенты 
соотношений (6):

( )3
2n m sP p Py + = ,

( )3 1 1 1
2 3

4 1

cos
n m s

c R
P p P

c A

a
j +

 
= − 

 
,

( )

( )

3
2 1
2 1 23

1

1 1 1
13

41

1

cos
,

n m s

B
P p P D D

A

P p R c
D

cA

y

a

+

 
= + ⋅ − − 

 

−

( )

( )

3
2 31
2 23 3

1 1

1 1 31
3 3

41 1

2

cos
1 ,

n m s

DB
P p P D

A A

P p R Dc

cA A

j

a

+

 
= − − + + 

 
 

+ + 
 

 (7)

( ) ( )

( )
( )

( )

3 31
1 2 1 1

4

1 3 2 3 2
2 2 1 2 2 1

1 3 2 3 2
2 1 2 2 1

2 1 3 3 3 3
2 2 2 1 1 2

cos

,

i i
n m n m

i
n m

i
n m

c
P p A A R

c

A A A A

A B A B

B B A B A

a

y j

y

y

+
+ +

+
+

+
+

 − −

= − − −

− − −

− −

( )

( )
( ) ( )

1 1 1
2 3

41

3
1

3 3 3 3 3
1 2 1 1 2

3 31
1 2 1 13

4 1

cos

cos

i
n m

P p R c

cA

B

A B A B A

P pc
A A R

c A

a
j

a

+ = −

−
−


− −


2

1 3 2 3 2 1
2 1 2 2 1 3

1

2
1 3 2 3 2 2 3 11

2 1 2 2 1 2 1 23
1

,

i
n m

i i
n m n m

A
A A A A

A

B
A B A B A B

A

j

y y

+
+

+ +
+ +

 
− + −  

  
  − − + −    

3 3 3
2 1 2n m n mw C y+ += − , 2 1 3

2 1 2 1 2
i i i

n m n m n mw C Cy y+
+ + += − ,

( ) ( )3 3
1 2 2 1 23

2 3 3 3 3
1 2 1 2

cos cos sinp

n m

P p S T T
v

T S S T

a a a
+

−
=

−
,

( ) 3 3
3 2 2
2 1 2 3 3

2 2

cos sin p n m
n m

P p S v T
u

S S
a a +

+ = − ,

( ) ( )1
2 1 2

2 3
2

3
2 2

3
2

cos cos cos

,

i
n m pi

n m

i
n m

u m P p S
u

S

v T

S

q a a+
+

+

+

+
= −

−

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 3
2 1 2 2

1 3
2 1 2 1

2 3 3 3 3
1 2 1 2

cos cos cos

cos cos sin
 .

i
n m p

i
n m pi

n m

u m P p S S

v m P p S S
v

T S S T

q a a

q a a

+
+

+
+

+

+ −

− +
=

−

Здесь i = 0, 1, 2, индекс после запятой 
обозначает частную производную по ука-
занной координате .

После обратного преобразования Лап-
ласа можно записать в пространстве ори-
гиналов перемещения как функцию вре-
мени, двух координат и силы взаимодей-
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ствия на пластинку (8), где Dirac (τ-τ
1
) –  

дельта-функция от исходного временного 
интервала .

Соотношение (8) связывает переме-
щения точек плиты с силой динамиче-
ского воздействия на нее от колёсной 
пары . Контактная сила обусловлена пе-
ремещениями точек плоского элемента 
в месте приложения взаимодействия 
и получает свое численное выражение 
в функциональном уравнении [3, 7]

( ) ( )( )0 1 1 1

0

1 t

y t V t P t t t dt
m

= − −∫ , (9)

где ( ) ( ) ( )y t t w ta= +  –  полное перемеще-

ние колеса экипажа; m –  приведенная 
масса колеса; t –  время, отсчитываемое 
с момента начала взаимодействия тел в вы-
бранной точке; t

1
 –  переменная интегри-

рования .
Временные зависимости a(t) и P(t) опре-

деляются при решении контактной задачи 
[3, 8, 9], результаты которой совмещаются 
с результатами волновой задачи . При этом 
решение уравнения (9) находится численно 
с помощью ЭВМ, исходя из предположе-
ния, что на каждом достаточно малом ин-
тервале ( )1n t nτ τ− ≤ ≤  неизвестные вели-

чины изменяются линейно .
Таковы подходы и логика нахождения 

параметров динамического воздействия 
в плите безбалластного пути, если поль-
зоваться предложенными математиче-
скими моделями . Наличие в расчетах 
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идеально упругой среды позволяет более 
точно определять искомые величины 
с учетом волновой картины в плоском 
элементе . И это несомненное преимуще-
ство демонстрируемого метода .
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