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Структурная оптимизация 
интегрированных аСу 

ВОПРОСЫ ТЕОРИИУДК 658.512.2

широкий спектр задач структурной 
оптимизации технических реше-
ний основан на использовании 

в качестве математических моделей сетевых 
орграфов G= (X, U) (U X X⊂ × ), каждой 

вершине ix X∈ которых поставлено в соот-

ветствие одно или несколько чисел ( ){ }ixε , 

представляющих критерии оптимизации.
В этой связи с целью создания матема-

тического обеспечения системной структур-
ной оптимизации интегрированных автома-
тизированных систем управления необходи-
мо решить задачу структурирования соответ-
ствующих математических моделей.

Известны разные методы построения 
структур при упорядочении вершин графов 
[1–4]. Отличительной особенностью по-
добного структурирования считается то, 
что оно строится с использованием имею-
щегося спектра весовых значений вершин. 
При этом внимание уделяется антисимме-
тричным связным графам (рис. 1) с отно-
шением строгого порядка на основе свой-
ства «существует путь из ix в jx », разбитым 

на слои так, что:
• все элементы данного слоя не имеют 

предков в следующем слое;
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Отличительной особенностью 
структурирования сетевых 

математических моделей является 
использование имеющегося 

спектра весовых значений 
вершин антисимметричных 

связных графов. Отраженные 
математические объекты позволяют 

строить упорядоченную структуру 
отношений между полными путями 

сетевого графа, описываемую 
ориентированным граф-деревом. 

А это дает, в свою очередь, 
возможность эффективно решать 

численные задачи на моделях. 
Представленное структурирование 

помогает получить эффективный 
алгоритм поиска полных путей. 

Такого рода алгоритм способствует 
реализации нового метода 
структурной оптимизации.
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• в первом и последнем слоях находится 
по одному элементу (вершины входа х' 
и выхода х" из сети);

• элемент последнего слоя не имеет по-
томков;

• вершины одного слоя не соединены 
между собой дугами.

Основные понятия. Построим свободную 
группу P (U) над порождающим множест-
вом U всех дуг графа G= (X, U) следующим 
образом. В качестве элементов P (U) будем 
рассматривать множество формальных 
линейных комбинаций элементов из U 
с целыми коэффициентами вида

( ) ( )
1

, ;

; 0, 1,

n

j i i j
i

i i

p u p P U

u U

γ

γ
=

= ⋅ ∈

∈ = ±

∑

где n – количество дуг графа.
В качестве бинарной аддитивной опе-

рации определим сумму элементов из мно-
жества P (U) формулой

( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n

i i i i i i i
i i i

u u uγ γ γ γ
= = =

′ ′⋅ + ⋅ = + ⋅∑ ∑ ∑ .

Аналогично построим группу Н (Х) над 
множеством X всех вершин графа, опреде-
лив ее элементы как
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где m – количество вершин (в дальнейшем 
при записи элементов групп P (U) и Н (Х) 
будем опускать составляющие их элементы, 
имеющие нулевые коэффициенты).

Определение 1. Дифференциалом d груп-
пы P (U) называется гомоморфизм d: P (U) 
-> Н (Х), найденный следующим образом:

1) если ( ),t i ju x x= , то t j idu x x= − ;

2) если q t tp uγ= ⋅∑ , то ,q t tdp duγ= ⋅∑  

при ( ); ; , .q t i jp P U u U x x X∈ ∈ ∈

Определение 2. Элемент ( )r P U∈  явля-

ется р-контуром (далее – просто контур, 
в рассматриваемом классе графов отсутст-
вуют контуры в обычном понимании [2,4], 
что исключает смешение этих двух поня-
тий), если dr = 0. R = Ker d ⊂  P (U) – под-
группа р-контуров.

ЛЕММА 1. Сумма нескольких контуров 
есть контур.

Доказательство. Во-первых, сумма ir∑  

есть элемент группы P (U) как результат 
аддитивного сложения ее элементов. Во-
вторых, дистрибутивность отображения d, 
согласно определению 1, позволяет запи-
сать 0i id r dr= =∑ ∑ . Утверждение леммы 

доказано.
Используя общепринятое понятие пути 

на графе как связанной конечной последо-
вательности дуг, будем обозначать его в виде

{ }1 2, ,..., wu u uΩ = .  (1)

П р и  э т о м ,  е с л и  ( )1 2,u x x= ,  т о 

1 2,x u x u− += = . Длину ( )L Ω  пути (1) будем 

определять через упомянутые численные 
весовые оценки вершин ( )xε  выражением

( ) ( ) ( )1 1
1

w

i

L u uε ε− +

=

Ω = + ∑ .  (2)

Если путь соединяет вершину входа x' 
с вершиной выхода x" сети, то будем назы-
вать такой путь полным.

Зададим отображение ϕ следующим 
образом:

{ }( )1 1 2 2
1

, ,..., , 0
n

n n i i i
i

u u u uϕ γ γ γ γ γ
=

= >∑ ,  (3)

а также обратное ему

{ }1 1 2 2
1

, ,...,
n

i i n n
i

u u u uϕ γ γ γ γ
=

 
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 
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Определение 3. Образом пути UΩ ⊂ на 

графе G= (X, U) выступает отображение ϕ(Ω).
ЛЕММА 2. Дифференциал образа лю-

бого полного пути на сетевом графе опре-
делится как dϕ(Ω)=x"–x'. 

Доказательство. Поскольку полный 
путь Ω на рассматриваемых графах являет-

Рис. 1. Пример сетевого технологического графа 
G= (X, U).

Pic. 1. Example of network technological graph G= (X, U).
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ся простым путем, не имеющим кратных 
дуг, то его образ с учетом (1) можно запи-
сать как ( ) 1 2 ... wu u uφ Ω = + + + .

В соответствии с определением 1 полу-
ч и м  ( ) 1 2 ... wd du du duφ Ω = + + + ,  и л и 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 ... w wd u u u u u uφ + − + − + −Ω = − + − + + − , 

или
( ) ( ) ( )1 1 2 1... w w wd u u u u u uφ − + − + − +

−Ω = − + − + + − + .  (4)

Свойство инцидентности дуг пути пред-
полагает [ ]1, 1, 1i iu u i w+ −

== ∈ − . Следователь-

но, выражение (4) запишется в виде 
( ) 1wd u uφ + −Ω = − или ( )d x xφ ′′ ′Ω = − .

ЛЕММА 3. Разность образов двух полных 
путей на сетевом графе есть контур.

Доказательство. Разность образов пол-
ных путей ( )iφ Ω и ( )jφ Ω , являясь результа-

том аддитивной функции сложения двух 
элементов группы P (U), также принадле-
жит этой группе. С другой стороны, диффе-
ренциал получаемой разности определится 
как ( ) ( ) ( ) ( )i j i jd d dφ φ φ φ Ω − Ω = Ω − Ω  .

Однако в силу утверждения леммы 2 
( ) ( )i jd dφ φΩ = Ω .  С л е д о в а т е л ь н о , 

( ) ( ) 0i jd φ φ Ω − Ω =  , что доказывает утвер-

ждение леммы.

Зададим отображение a  следующим 

образом:

( ) ( )
i

n

i i
u p

p ua γ ε +

∈

= ⋅∑ .  (5)

Определение 4. Значением контура r явля-
ется величина ( )ra .

ЛЕММА 4. Разность длин двух полных 
путей на сетевом графе равна значению 
контура, образованного разностью их 
образов.

Доказательство. Пусть { }1 2, ,...,i i i iwu u uΩ =  

и { }1 2, ,...,j j j jsu u uΩ =  – два любых полных 

пути графа. Тогда их длины в соответствии 
с (2) можно записать как 

( ) ( ) ( )
1

w

i it
t

L x uε ε +

=

′Ω = + ∑ ,

( ) ( ) ( )
1

s

j jt
t

L x uε ε +

=

′Ω = + ∑ , 

а разность длин – как

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

w s

i j it jt
t t

L L u uε ε+ +

= =

Ω − Ω = −∑ ∑ .  (6)

С другой стороны, в соответствии 
с леммой 3 контур, определяемый обра-
зами этих полных путей, запишется с уче-
том выражения (3) в виде

 
( ) ( )

1 2 1 2... ...

i j

i i iw j j js

r

u u u u u u

φ φ= Ω − Ω =

= + + + − − − − ,
 

Рис. 2. Фрагмент графа, поясняющий введённые определения:
rab – элементарный контур, базирующейся в вершине сечения  b X∈ по дуге и

11
 = (а, b), инцидентной пути 

{ }0 1 2 3 4 5, , , , ,...u u u u uΩ = , то есть 0 00
ab bj bir r r≡ ≡ ; 1 2 3 4 5 11 10 9 8 7 6r u u u u u u u u u u= + + + − − − − − − ; 

2 3 4 5 11 15 14 13 12r u u u u u u u u= + + − − − − − ; 2 3 4 5 11 18 17 16 12r u u u u u u u u= + + − − − − − ; { }1 2 3, ,abr r r r∈ ;  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3min , ,ab

i
r r r ra a a a= .

pic.2. Fragment of the graph, explaining introduced definitions: rab –elementary contour, which is based at the top of 
the section b X∈ in the arc и

11
 = (а, b), incident to the path { }0 1 2 3 4 5, , , , ,...u u u u uΩ = , i. e. 0 00

ab bj bir r r≡ ≡ ;  

1 2 3 4 5 11 10 9 8 7 6r u u u u u u u u u u= + + + − − − − − − ;  2 3 4 5 11 15 14 13 12r u u u u u u u u= + + − − − − − ; 

2 3 4 5 11 18 17 16 12r u u u u u u u u= + + − − − − − ; { }1 2 3, ,abr r r r∈ ;  ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3min , ,ab

i
r r r ra a a a= .
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а значение этого контура с учетом (5) как

( ) ( ) ( )
1 1

w s

it jt
t t

r u ua ε ε+ +

= =

= −∑ ∑ .  (7)

Сравнивая выражения (6) и (7), прихо-
дим к утверждению леммы.

Определение 5. Элементарным контуром 
rab относительно дуги графа ( ),u a b U= ∈  

называется ее сумма с разностью между 
образами кратчайших путей (под кратчай-
шим понимается путь, имеющий минималь-
ное значение длины (2)), соединяющих 
вершины х' и а, а также вершины х' и b 
(рис. 2).

Определение 6. Дуга iu  называется инци-

дентной пути 0Ω  в вершине x
s
, если выпол-

няются следующие условия:
1) 0iu ∉Ω ;

2) 0,j i j su u u x+ +∃ ∈Ω = = . Вершина x
s
 

называется при этом вершиной сечения 
пути 0Ω  (рис. 2).

Определение 7. Элементарный контур 
относительно дуги, инцидентной пути tΩ  

в вершине сечения b X∈  называется бази-

рующимся по пути tΩ  и обозначается как 
bj

tr  (рис. 2) (поскольку по вершине b может 

базироваться несколько элементарных 
контуров, то индекс j служит для их иден-
тификации и в случае необходимости мо-
жет опускаться).

На основании лемм 3 и 4 запишем соот-
ношения

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0

,

, 0

bi
s oz

bi
s oz

r

L L r s

φ φ

a

Ω = Ω +

Ω = Ω + ≠ , 
 (8)

которые связывают определенный полный 
путь 0Ω  с любым другим sΩ .

Контур 0
bj
zr  назовем производящим кон-

туром пути 0Ω  (смысл индексов z и i будет 

раскрыт ниже).
Очевидно, что множество производя-

щих контуров любого полного пути сете-
вого графа является подмножеством мно-
жества R всех контуров, а количество его 
элементов равно общему количеству пол-
ных путей, уменьшенному на единицу.

Метод структурирования. Введенные 
ранее математические объекты позволя-
ют строить упорядоченную структуру 
отношений между полными путями се-
тевого графа, описываемую ориентиро-
ванным граф-деревом. Это помогает 
эффективно решать численные задачи 
на принятых моделях. Причем вид отно-
шений определяется решаемой оптими-
зационной задачей.

Рис. 3. Структурная 
модель системы 

производящих 
контуров.

Pic.3. Structural 
model of a system of 
generating contours.

Рис. 4. Схема построения системы производящих 
контуров.

Pic. 4. Scheme of the system of generating contours.
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В данном случае применительно к раз-
работке алгоритма оптимизации рассма-
тривается задача поиска упорядоченного 
множества полных путей

{ }
( ) ( ) [ ]

0 1 2

1

, , ,..., ,

, 0, 1

k

i iL L i k+

Ω Ω Ω Ω

Ω ≤ Ω ∈ − .  (9)

Система отношений между путями 
строится относительно полного пути 0Ω  

с минимальной длиной, который может 
быть легко найден одним из известных 
алгоритмов. Такая система описывается 
граф-деревом G= (R, V), V = RxR, имею-
щим многоуровневую иерархическую 
структуру 0 0z

z

R R=


, где Ro – полное 

множество производящих контуров пути 

0Ω , a 0zR  – подмножество z-гo уровня 

(рис. 3). Через отношение V элементы лю-
бого z-гo уровня определяют элементы 
последующего (z+1) уровня.

Множество R
00

 элементов структуры 
самого верхнего (0-го) уровня полностью 
состоит из элементарных контуров, бази-
рующихся по вершинам пути 0Ω , за исклю-

чением x′ .

Отношение V, связывающее произво-
дящие контуры (поскольку по вершине 
сечения b базируется множество производя-
щих контуров 0

bi
zr  z-гo уровня, то индекс i 

служит для идентификации этих элементов 
во множестве) 0

bi
zr  и ( )0 1

bj
zr + , характерно сле-

дующими преобразованиями (рис. 4):

( ) ( )
( )

0 0

00 1

,

, ,

bi
s z

be bi e
z sz

r

r r r e b

φ φ

+

Ω = Ω +

= + <
  (10)

то есть новый производящий контур ( )0 1
be

zr +  

получается из производящего контура 0
bi
zr  

предыдущего уровня, определяющего новый 
путь sΩ  за счет добавления к нему элемен-

тарного контура e
sr , базирующегося по это-

му пути sΩ  в вершине сечения, расположен-

ной левее вершины сечения предыдущего 
уровня (это условие связано с ориентацией 
на вершину входа х' при построении элемен-
тарных контуров – см. определение 5). За-
метим, что оба контура – это производящие 
контуры пути 0Ω , то есть ( )0 00 1,bi be

z zr r R+ ∈ . 

С другой стороны – ( ) ( )0 0 0 1 0 1,bi be
z z z zr R r R+ +∈ ∈ .

На уровне множеств исходя из (10) от-
ношение V можно представить с учетом 
того, что множество 0 0

bi
z z

b i

R r=


 произ-

водящих контуров z-гo уровня определяет 
множество производящих контуров (z+1) 
уровня ( ) ( )00 1

bi e
z sz

b i e

R r r+ = +


.

Описанное структурирование отно-
шений между путями сетевого графа 
позволяет получить эффективный алго-
ритм типа AMACONT [5], реализующий 
поиск полных путей, отвечающих усло-
вию (9). Этот алгоритм предназначен 
реализовать новый метод структурной 
оптимизации.
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aBSTRacT
A distinctive feature of the structuring of the 

network mathematical models is the use of available 
spectrum of weighting values of anti-symmetric 
connected graphs’ nodes. Reflected mathematical 
objects make it possible to build an ordered structure 
of relations between full paths of network graph, 

which is described with an oriented graph- tree. And 
it provides, in turn, the ability to effectively solve the 
numerical problems on the models. Represented 
structuring process helps to get efficient search 
algorithm for full paths. This kind of algorithm 
contributes to the realization of a new method of a 
structural optimization.
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