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В рамках сотрудничества 
правительственных структур 

Республики Мьянма и российских 
специалистов реализуются проекты 

создания метрополитена в крупнейшем 
городе страны Янгоне. Подготовка 

технического задания на изготовление 
подвижного состава, адаптированного 

к местным условиям, включает 
исследования динамических свойств 

метровагона. Один из вариантов связан 
с использованием математической 

модели для изучения кинематических 
характеристик пневморессор 

в кузовной конструкции. Публикуемая 
статья знакомит с результатами 
сравнительного анализа разных 

модельных схем, включая оценку 
качественных показателей при 
пружинном и пневматическом 

центральном рессорном подвешивании 
вагона метрополитена.
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Республика Мьянма – государство 
в Юго-Восточной Азии, располо-
женное в западной части полуостро-

ва Индокитай. Крупнейшим ее городом 
является Янгон. Он наиболее развитый 
в экономическом и промышленном отно-
шении. Площадь Янгона – около 350 кв. 
км, население – 6 млн человек. Территория 
города делится на 45 районов. Для обеспе-
чения связи между ними, перевозок пасса-
жиров в городе, к сожалению, нет не толь-
ко метрополитена, как в других столь же 
крупных городах мира, но даже и трамвая. 
Основной вид транспорта здесь – автобус. 
Его дополняют городские железнодорож-
ные линии и речные суда для перевозки 
грузов и пассажиров.

Чтобы решить проблемы городского 
транспорта, Янгону необходимо обзаве-
стись метрополитеном. И руководство 
Мьянмы планирует его построить с помо-
щью специалистов из Российской Федера-
ции.

Вопрос о закупке в какой-либо из стран 
подвижного состава (ПС) для будущего 
метрополитена пока открыт. В связи с этим 
имеется потребность в разработке техни-
ческого задания на изготовление адапти-
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рованного к местным условиям ПС. При 
создании технического задания надо вы-
брать в том числе и параметры рессорного 
подвешивания для обеспечения комфорта 
пассажиров и безопасности движения ва-
гона в рельсовой колее. Правильность та-
кого выбора нам и  предстоит проверить, 
проведя на математической модели пред-
варительные исследования динамических 
свойств вагона метрополитена.

I.
В [1] было рассмотрено решение подоб-

ной задачи, но в конструкции центральной 
ступени рессорного подвешивания пред-
ложенной модели использованы пружины 
с  параллельно включенными с  ними ги-
дравлическими гасителями. В  современ-
ных аналогах, как правило, устанавливают 
пневморессоры.

В [2] предложена механо-математиче-
ская модель пневморессоры с одним до-
полнительным резервуаром. Она приведе-
на на рис. 1а.

Там  же в  [2] приведена система нели-
нейных дифференциальных уравнений, 
описывающих колебания массы m, опира-
ющейся на пневморессору.

Система уравнений имеет вид:

mz 6 z y z y+ −( ) + −( )



21 1

3µ  =0;

 β µ λ λ µ

µ λ

=y 6 z y z y y y

sign z y z y y

 = −( ) + −( ) − +( ) ⋅
⋅ −( ) + −( ) − +

21 1

3 2
1

3

1

3 λλ µ2
1

3y( )



.

В этих уравнениях обозначено:
z – перемещение центра массы m;
ж

21 
– жесткость пневморессоры при 

отключенном дополнительном резервуаре;
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  – отношение объемов воздуха 

в  основном (V
1
) и  дополнительном (V
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) 

резервуарах;
P – давление воздуха в пневморессоре 

и дополнительном резервуаре в положении 
статического равновесия;

n  – показатель адиабаты; R  – газовая 
постоянная;

T  – абсолютная температура воздуха 
в пневморессоре, равная температуре окру-
жающей среды;

y
q

S�

=
ρ

 – величина деформации обо-

лочки пневморессоры;
ρ – плотность воздуха;	

Рис.1. Механо-математическая модель 
пневморессоры с одним дополнительным 

резервуаром (а) и расчётная кинематическая схема 
(б). 
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q – масса воздуха, протекающего через 
дроссель при заданной величине деформа-
ции оболочки пневморессоры;

l
др

 и d
др 

– длина и диаметр дросселя в ви-
де жиклера с круглым отверстием;

μ– коэффициент расхода воздуха, про-
текающего через дроссель;
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Для составления уравнений колебаний 
заменим реальный вагон метрополитена 
упрощенной расчетной кинематической 
схемой, представленной на рис. 1б. На схе-
ме приняты следующие обозначения:

т
к
, – масса кузова;

т
т 
– обрессоренная масса двух тележек;

m
кп 

– масса четырех колесных пар; m
п
 – 

приведенная к  четырем колесным парам 
масса рельсового пути тоннеля метрополи-
тена;

β
1
 – суммарный коэффициент затуха-

ния в буксовой ступени рессорного подве-
шивания;

ж
1
  – суммарная жесткость буксовой 

ступени рессорного подвешивания;
β

п 
– суммарный коэффициент затуха-

ния в рельсовом пути тоннеля метрополи-
тена;

ж
п 

– суммарная жесткость рельсового 
пути тоннеля метрополитена;

На этой схеме также показана обобщен-
ная механическая модель центральной сту-
пени рессорного подвешивания. Здесь 
упругие элементы ж

21
, λж

21 
и диссипативный 

элемент β
21

 относятся к схеме с пневматиче-
ским центральным рессорным подвешива-
нием, а  ж

2
 и  β

2
  – к  схеме с  пружинным 

центральным рессорным подвешиванием.
Из предложенной кинематической схе-

мы видно, что колебания принятой для 
исследования модели вагона могут быть 
описаны обобщенными координатами: 
подпрыгиванием z

к
 кузова; подпрыгивани-

ем z
т
 рам тележек; подпрыгиванием z

кп
, 

колесных пар; подпрыгиванием z
п
 приве-

денных к колесным парам масс рельсового 
пути тоннеля метрополитена. В качестве 
возмущения принята эквивалентная гео-
метрическая неровность h (t).

Центры подвижных систем координат 
располагаются в центре масс соответству-
ющих элементов модели вагона.

При решении подобных задач обычно 
принимается допущение, что колесная 
пара и приведенная к ней масса рельсово-
го пути движутся безотрывно zп ═ zкп–η. 
Тогда расчетная кинематическая схема 
будет иметь три степени свободы.

В случае использования в центральной 
ступени рессорного подвешивания пружин 
и гидравлических гасителей система урав-
нений имеет вид:
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А в случае использования в централь-
ной ступени рессорного подвешивания 
пневморессоры:
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Параметры модели вагона метрополи-
тена и рельсового пути тоннеля, необходи-
мые для выполнения расчетов приведены 
в таблице 1. Они приняты в соответствии 
с  рекомендациями, приведенными в  [1]. 
В этой же таблице даны параметры [3] для 
пневморессоры с резинокордной оболоч-
кой модели Н-6.

Обычно при исследовании вынужден-
ных случайных вертикальных колебаний 
моделей рельсовых экипажей решение 
систем дифференциальных уравнений 
выполняют в  частотной области, однако 
в связи с тем, что предполагается рассмо-
трение вариантов применения нелинейной 
модели пневморессоры [2], было решено 
выполнить исследование во  временной 
области на основе решения системы урав-
нений методом Рунге-Кутта IV порядка.

Для решения уравнений необходимо 
было выполнить «генерацию» случайного 
процесса возмущения h (t). Это сделано 
в  соответствии c принятой спектральной 
плотностью случайного процесса эквива-
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лентной геометрической неровности рель-
сового пути тоннеля метрополитена Gh (w). 
Операция выполнена приближенным ме-
тодом скользящего суммирования, подроб-
ное описание реализации которого для 
подобных задач приведено в [4].

II.
В качестве спектральной плотности Gh 

(w) принята спектральная плотность, по-
лученная при обработке результатов дина-
мико-прочностных испытаний вагона 
метрополитена модели 81.717, выполнен-
ных в 1984 году Мытищинским машино-
строительным заводом совместно с кафе-
дрой «Электрическая тяга» МИИТ. Испы-
тания проводились на Кольцевой и Горь-
ковско-Замоскворецкой линиях Москов-
ского метрополитена. Для использования 
в  расчетах спектральная плотность была 
аппроксимирована, как предложено в [5], 
аналитическим выражением, которое со-
ответствует дифференцируемому случай-
ному процессу (1), где S2

η  – дисперсия 
эквивалентной геометрической неровно-
сти (в расчетах

S2
η =13,01 мм 2);

ω – текущее значение частоты, рад/с;
ω

j
 – частота j-го максимума спектраль-

ной плотности;
a

j 
– доля дисперсии, приходящейся 

на j-й максимум спектральной плотности;
α

j 
– половина ширины j-го максиму-

ма спектральной плотности на половине 
его высоты.

Полученные при аппроксимации пара-
метры аналитического выражения Gη(ω) 
для скорости движения v = 1 м/с приведе-
ны в таблице 2.

При моделировании h(t) методом 
скользящего суммирования возможны два 
подхода. В первом моделируют эквивален-
тную геометрическую неровность для 
скорости движения v = 1 м/с, а затем при 
решении задачи «движутся» по этой неров-
ности с  необходимой скоростью. Такой 
подход является основным для исследова-
ния колебаний динамических моделей ПС 
на смоделированном участке пути с пере-

менной скоростью в  соответствии с  эк-
сплуатационным графиком. Если исполь-
зовать подобный вариант в ходе изучения 
колебаний динамических моделей при их 
движении с постоянной скоростью, то бу-
дет необходимо на каждой скорости про-
езжать весь моделируемый участок пути. 
Только тогда спектральная плотность 
смоделированного случайного процесса h 
(t) станет соответствовать задаваемой вы-
ражением (1).

Продемонстрированный подход приво-
дит к  усложнению процесса обработки 
результатов, так как на  каждой скорости 
движения получается различная длитель-
ность реализаций случайных реакций ди-
намической модели «экипаж–путь» 
на входное возмущение.

Во втором подходе моделируют эквива-
лентную геометрическую неровность для 
каждой скорости движения в принятом для 
исследования диапазоне. В  соответствии 

Таблица 1
Значения параметров, использованных при 

расчетах

№  Обозначе-
ние

Размерность Значение 
параметра

1. т
к
, т 40,875

2. т
т

т 9,2

3. m
кп

т 6,08

4. m
п

т 8,88

5 ж
1

кН/м 7409,91

6 β
 1

кНс/м 230,97

7 ж
2

кН/м 8696,81

8 β
 2

кНс/м 238,49

9 ж
п

кН/м 1200000

10 β
п

кНс/м 360

11 D
э

м 0,54

12 V
1

м 3 0,028

13 V
2

м 3 0,1

14 P Н/м 2 4,59306

15 n 1,4

16 R Дж/кгК 287,1

17 d
др

м 0,012

18 l
др

м 0,072

19 μ 0,75
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

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
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



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



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
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
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с ним, применяя алгоритм, приведенный 
в [4]; нами смоделирована реализация не-
ровностей для скоростей движения v = 40, 
50, 60, 70, 80, 90 км/ч. При этом параметры 
выражения (1) a

j
 и b

j
 (таблица 2) пересчи-

тывались с v = 1 м/с на необходимую ско-
рость движения. Шаг дискретизации при 
«генерации» h (t): Dt = 0,001 с. Длина ка-
ждой реализации неровности: t

р
 = 32,768 

с.  В  этом случае число точек реализации 
реакции динамической системы «экипаж–
путь» составляет N = 32768, что соответ-
ствует 215. Данные нужны для выполнения 
спектрального анализа с помощью быстро-
го преобразования Фурье (БПФ).

В качестве показателей динамических 
качеств (ПДК) при сравнении вариантов 
использования в  центральной ступени 
рессорного подвешивания пружин с  ги-
дравлическими гасителями или пневмо-
рессор были приняты:

– коэффициенты динамики в централь-
ной и буксовой ступенях рессорного под-
вешивания K

д2 
и K

д1
;

– максимальное значение вертикаль-
ных ускорений в центре массы кузова z: max ;

– коэффициент плавности хода C.
Коэффициенты динамики в  данной 

работе определялись как отношение мак-
симального значения динамического уси-

лия F48=
max  в указанных ступенях рессорного 

подвешивания к его статическому значе-
нию F

стат
.

k
F

F4 = 48=.

AB0B.

max

.  	 (2)

Максимальные значения реализаций 
случайных реакций динамической модели 
q (t) на случайное входное возмущение h 
(t) отвечали средним значениям абсолют-
ных максимумов, которые в [6] рекомен-
довано находить как

H S f t
f t

q q 5 @

5 @

≅ +












2
1

2
ln

ln
, 	  (3)

где f
е
  – эффективная частота случайного 

процесса;
t

р
 – время реализации случайного про-

цесса (принималось равным t
р
= 32,768 с);

S
q 
– среднее квадратичное отклонение 

случайного процесса.
В качестве случайных процессов q (t) были 

приняты: усилие в буксовой ступени рессор-
ного подвешивания F

1
 (t), усилие в централь-

ной ступени рессорного подвешивания F
2
 (t) 

и ускорение центра массы кузова zk (t). Вели-

чина f
е
 отражала уровни реализации q (t):

f
n

te
p

= 0

2
,  	  (4)

где n
0 
– число нулей случайного процесса 

q (t).
Значение среднего квадратичного от-

клонения S
q
 также находилось непосредст-

венно по реализациям q (t):

S
N

q qq i
i

n

= −
=
∑1 2

1

( ) , 	  (5)

Таблица 2
Параметры аналитического выражения 

спектральной плотности

Номер 
состав-
ляющей 
спектра

a
j
,

рад/с: м/с
w j ,

рад/с: м/с

a
j

1 1,0 0 0,697

2 0,0018 0,20096 0,12

3 0,002 0,25749 0,109

4 0,01 0,314 0,074

Рис. 2. Зависимости показателей качества от скорости движения.
1 – пружиное центральное рессорное подвешивание; 2 – пневматическое центральное рессорное 

подвешивание.
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где q – среднее значение случайного про-

цесса q (t).
Алгоритм спектрального анализа при 

использовании БПФ (быстрое преобразо-
вание Фурье) с учетом фильтрации исход-
ной случайной реализации q (t) и сглажи-
вания фильтром Ю. Ханна полученной при 
этом оценки G

q
 (w) спектральной плотно-

сти подробно рассмотрен в [7].
Коэффициент плавности хода по реа-

лизациям случайного процесса ускорений 
кузова длительностью t

р
 вычислялся нами 

в соответствии с выражением, рекомендо-
ванным в [8]:

C
t

t
q f G f dfj

p
z j

f

f

j

n

= ⋅








∫∑

=

α 2 H
2

K
1

6,67

H

2

( ) ( ) ,


 	  (6)

где a – коэффициент пропорциональ-
ности, a = 4,346;

t
j
  – длительность j-й реализации, 

t tp j
j

n

=
=
∑

1

;

f
н
, f

в
 – соответственно нижняя и верхняя 

границы частотного диапазона анализиру-
емой зависимости zk (t);

G fz jk ( ) – оценка спектральной плотно-

сти j-й реализации случайного процесса 
ускорений центра масс кузова;

q
н
(f) – нормированная амплитудно-ча-

стотная характеристика корректирующего 
физиологического фильтра:

q f
f

f f f
=( )

)
=

+

+ −( ) +





1,15
1 0,1

(1 4,04 1 0,0364 0,045

2

2 2 2

. 	 (7)

Результаты расчетов в  виде графиков 
зависимостей C (v), zk max  (v), K

д2
 (v) и K

д1
 (v) 

приведены на рис. 2 и 3. Анализ этих гра-
фиков показывает, что при пневматиче-
ском подвешивании значения ПДК до ско-
рости v

max 
=90 км/ч

 
меньше тех же показа-

телей при пружинном подвешивании: 
на 7–10% – для коэффициента плавности 
хода; на  27–45%  – для максимального 
значения ускорений; на 22–37% – для ко-
эффициента динамики Kд2; на 6–45%  – 
для коэффициента динамики Kд1.

Это свидетельствует о том, что приме-
нение пневморессор в центральной ступе-
ни подвешивания и по динамическим по-
казателям предпочтительнее использова-
ния пружины.

Окончательный выбор параметров рес-
сорного подвешивания вагона метрополи-
тена, предполагаемого к  эксплуатации 

Рис. 3. Зависимости показателей 
качества от скорости движения.

1 – пружиное центральное 
рессорное подвешивание; 2 – 
пневматическое центральное 

рессорное подвешивание.
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в городе Янгоне, может быть сделан после 
выполнения аналогичных исследований 
на  пространственной модели, учитываю-
щей наряду с подпрыгиванием и галопи-
рованием еще и  боковую качку кузова, 
тележек и колесных пар.
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Vertical Oscillations of the Metro Wagon with Pneumatic 
Suspension
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The public organizations of Myanmar and Russian 
experts cooperate in engineering of the metro in the 
country’s largest city Yangon. The preparation of 
requirements specification for manufacturing of the 
rolling stock adapted for local conditions comprises a 
study on dynamic features of the metro wagon. One of 

the directions of the study concerns mathematical model 
of kinematic characteristics of pneumatic springs in the 
body unit. The article refers to the results of comparative 
analysis of different model patterns, includes the 
assessment of quality performances as for spring and 
pneumatic central suspension of metro wagon.
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