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Владимир ЕВСТРАТОВ Людмила ХОЛОДОВА

Данная статья посвящена проблеме адекватного мате-
матического описания процесса движения транспортного 
средства по криволинейной траектории с учетом корреляции 
динамических и  кинематических параметров данного про-
цесса. Подчеркивается важность учета влияния сил сопро-
тивления движению транспортного средства в направлении 
качения, при движении по криволинейной траектории, на 
минимально допустимый радиус кривизны при заданной 
скорости движения или на максимально возможную скорость 
движения транспортного средства при заданном радиусе 
кривизны траектории его движения.

В настоящее время при движении транспортного сред-
ства по криволинейной траектории минимальный радиус 
кривизны при заданной скорости или максимально допустимая 
скорость при заданном радиусе кривизны траектории опре-
деляются без учета сил сопротивления движению в направ-
лении качения. Это приводит к необоснованному завышению 
предельно допустимой скорости транспортного средства 
при движении по криволинейной траектории с заданным радиу-
сом кривизны, что, в свою очередь, при создании программ-
ного обеспечения для беспилотных транспортных средств, 
может привести к повышению аварийности.

В статье предложено инновационное решение дан-
ной проблемы посредством учета влияния трения каче-
ния и моментов сопротивления в элементах трансмис-
сии транспортного средства на величину центростре-
мительной силы, действующую на транспортное сред-
ство при движении по криволинейной траектории.

Целью исследования является разработка матема-
тической модели движения транспортного средства по 
криволинейной траектории с  учетом влияния трения 
качения и сил сопротивления в трансмиссии транспорт-
ного средства на максимально возможную скорость 
транспортного средства при заданном радиусе кривизны 
траектории и  на минимально возможный радиус кри-
визны траектории при заданной скорости движения 
транспортного средства.

Установлено, что сила сопротивления движению 
транспортного средства в направлении качения умень-
шает величину центростремительной силы, обеспечи-
вающую движение транспортного средства по криво-
линейной траектории определенной кривизны, на вели-
чину, равную силе сопротивления движению в направле-
нии качения транспортного средства.

Ключевые слова: трение качения, сила сопротивления вращению, минимальный радиус кривизны, максимально допусти-
мая скорость, центростремительная сила, коэффициент трения скольжения или сцепления колеса с дорожным покрытием.
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ВВЕДЕНИЕ
Вопросу движения транспортных средств 

по криволинейной траектории посвящено 
много исследований как теоретических, так 
и  экспериментальных. Подходы и  методы, 
применяемые к  решению данной задачи, 
весьма разнообразны. Так же в  различных 
исследованиях глубина проработки различ-
ных деталей процесса взаимодействия колеса 
с грунтом разная.

В  большинстве источников движение 
транспортного средства по криволинейной 
траектории рассматривается как движение 
материальной точки по окружности под дей-
ствием единственной центростремительной 
силы, обусловленной трением скольжения 
или сцеплением колеса с дорожным покры-
тием:
Fc = Ftr = fN = fmg,
где f – ​коэффициент трения скольжения или 
сцепления колеса с дорожным покрытием;

N  – ​сила нормального давления дорож-
ного покрытия на колесо, Н;

g – ​ускорение свободного падения, м/с2;
m – ​масса транспортного средства, кг.
Минимально допустимый радиус пово-

рота определяется из условия
2

 min

v
R

fg
= ,	 (1)

где v – ​скорость автомобиля, м/с.
Данная модель описывает движение коле-

са по окружности радиуса R при условии, что 
коэффициент трения качения, а точнее, коэф-
фициент сопротивления движению колеса 
в  направлении его качения равен нулю. На 
самом деле это не так. Коэффициент сопро-
тивления движению колеса в направлении его 
качения всегда отличен от нуля, и  чем он 
больше, тем больше минимальный радиус 
поворота при заданной скорости транспорт-
ного средства. При равенстве коэффициента 
сопротивления движению колеса в направле-
нии его качения и  коэффициента трения 
скольжения, независимо от угла поворота 
колеса, оно продолжит прямолинейное дви-
жение. Это происходит на скользкой дороге 
за счет уменьшения коэффициента трения 
скольжения, что отражает формула (1). Но что 
произойдет при увеличении коэффициента 
трения качения или при увеличении момента 
сопротивления вращению колеса, зависи-
мость (1) не отражает.

Исследованию закономерностей движе-
ния транспортного средства по криволиней-

ной траектории посвящено достаточно 
много работ. В  работе [1] «силы реакции 
грунта рассматриваются как функции коор-
динат мгновенного скольжения пятна кон-
такта, что позволяет учесть режим движения 
колеса (ведущий, ведомый или тормозной), 
упругие свойства пневматической шины 
и  деформацию грунта, ввести разные раз-
меры, форму контакта и величину нормаль-
ной нагрузки на колесах». В этой же работе 
утверждается, что «составляющие силы 
трения связаны между собой соотношением 

2 2
x yP P P= + . Следовательно, если боковая 

составляющая достигает предела по сцепле-
нию Pymax = 𝜑N, то продольная составляющая 
должна быть равна нулю Px = 0, что противо-
речит самой возможности движения. Следо-
вательно, максимальное значение боковой 
силы всегда меньше предела сцепления 
Py < φN» [1].

В работе [2] исследован процесс криво-
линейного движения одиночного колеса по 
грунту. В статье представлены новые зависи-
мости и расчетные схемы «для определения 
силовых факторов и глубины колеи в зависи-
мости от положения полюса поворота коле-
са». Весьма интересно, что авторы предпо-
лагают, что «грунт является сплошной одно-
родной пластичной средой с горизонтальной 
поверхностью». Однако стоит отметить, что 
далее авторы принимают допущение, со-
гласно которому «давление на боковую по-
верхность колеса со стороны грунта в данной 
точке контакта прямо пропорционально де-
формации грунта» [2].

То есть, для пластичного грунта авторы 
применили закон Гука, который, как известно, 
относится только к абсолютно упругим телам. 
Это было бы правомерно для реборд колес 
железнодорожного состава и  стального 
рельса, но для пластичного грунта закон Гука 
неприемлем. Пластичный грунт обладает 
нелинейными свойствами и не подчиняется 
закону Гука. Поэтому необходимо учитывать 
эти особенности и применять соответствую-
щие модели для анализа процесса криволи-
нейного движения колеса по пластичному 
грунту.

В открытых источниках довольно много 
околонаучных описаний процесса криволи-
нейного движения транспортного средства. 
В  одном из таких источников представлен 
интересный подход к объяснению процесса. 
Согласно этому подходу «каждый автомобиль 
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имеет массу и обладает инерцией, при входе 
в поворот его вес, можно сказать, «продол-
жает двигаться» по прямой линии, то есть 
центр массы автомобиля стремится выйти за 
пределы окружности поворота с  силой, об-
условленной его ускорением (то есть скоро-
стью). Вектор этой силы направлен перпен-
дикулярно радиусу поворота» 1.

Или «во время движения автомобиля по 
окружности возникают две силы: центро-
стремительная, которая удерживает автомо-
биль на окружности, и центробежная, которая 
стремится отбросить его от центра враще-
ния» 2.

В работе [3] авторами разработана мате-
матическая модель движения автомобиля 
по окружности. Составлены системы урав-
нений, описывающие движение автомобиля 
по ровной горизонтальной поверхности. 
Также выполнено моделирование процесса 
входа автомобиля в  поворот и  проведен 
сравнительный анализ полученных расчет-
ных зависимостей с  экспериментальными 
данными.

Большое количество исследований посвя-
щено разработке математических моделей 
и оценке степени управляемости и устойчи-
вости автомобиля при движении на вираже, 
определению критических режимов движе-
ния и  предельных скоростей управляемого 
движения при заданном радиусе кривизны 
траектории движения транспортного средства 
[4–10].

Однако точной количественной оценки 
влияния коэффициента сопротивления дви-
жению колеса в направлении его качения на 
величину минимально допустимого радиуса 
поворота транспортного средства при задан-
ной скорости или для решения обратной за-
дачи нет. Это является открытой проблемой 
и представляет собой интересную область для 
исследований.

Целью настоящей работы является раз-
работка математической модели движения 
транспортного средства по криволинейной 
траектории с учетом влияния трения качения 
и  сил сопротивления в  трансмиссии транс-
портного средства на максимально возмож-

1 Как автомобиль поворачивает. [Электронный 
ресурс]: https://avtonauka.ru/electronika/kak-avtomobil-
povorachivaet.html. Доступ 27.03.2024.
2 Повороты автомобиля. [Электронный ресурс]: 
https://ustroistvo-avtomobilya.ru/bez-rubriki/povoroty-
avtomobilya/. Доступ 27.03.2024.

ную скорость транспортного средства при 
заданном радиусе кривизны траектории и на 
минимально возможный радиус кривизны 
траектории при заданной скорости движения 
транспортного средства.

Актуальность данного исследования обус
ловлена необходимостью создания программ-
ного обеспечения для получающих все более 
широкое распространение беспилотных авто-
транспортных средств [11–15].

В  свою очередь неотъемлемой частью 
программного обеспечения являются алго-
ритмы принятия решений, основанные на 
математических моделях, адекватно отобра-
жающих различные нюансы процесса движе-
ния автомобиля, и преобразующие сигналы, 
поступающие с сенсорных датчиков, в коман-
ды для систем и органов управления транс-
портным средством [16–19].

МЕТОДЫ И ДОПУЩЕНИЯ
Рассмотрим движение одноколесного 

транспортного средства, чтобы считать его 
материальной точкой и обоснованно приме-
нить законы теоретической механики. Пере-
ход к  двухколесным и  четырехколесным 
транспортным средствам с учетом длины их 
базы, расположения центра тяжести, типа 
привода, влияния движущей силы (крутя-
щего момента) и т. п., будет сделан в дальней-
ших исследованиях.

Рассмотрим прямолинейное движение 
колеса при отсутствии движущей силы.

На колесо действуют со стороны дорож-
ного покрытия: сила трения качения

kF N
r

λ
=

и сила сопротивления вращению со стороны 
трансмиссии (трение в подшипниках валов, 
передаточных парах и т. п.)

tr
tran

M
F

r
= ,

где λ – ​коэффициент трения качения, м;
r – ​радиус колеса, м;
N =  – ​mg  – ​сила нормального давления 

дорожного покрытия на колесо;
Mt r – ​суммарный момент трения в элемен-

тах трансмиссии, передаваемый на колесо.
Таким образом, при прямолинейном дви-

жении транспортного средства на каждое его 
колесо действует сила сопротивления движе-
нию, равная сумме силы трения качения ко-
леса и сил трения в элементах трансмиссии 
колеса:

tr
sopr k tran

M
F F F N

r r

λ
= + = + .
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Тогда коэффициент сопротивления движе-
нию колеса транспортного средства в направ-
лении его вращения будет равен:

tr
sopr

M
f

r rN

λ
= + .

РЕЗУЛЬТАТЫ
С  учетом коэффициента сопротивления 

движению колеса транспортного средства 
в направлении его вращения авторами полу-
чена зависимость минимально допустимого 
радиуса поворота транспортного средства от 
его скорости:

( )
2 2

min

trsopr

R
Mf f g

f g
r rN

ν ν
= =

 − λ − +  
  

.	 (2)

Графически знаменатель правой части 
формулы (2), в общем случае, представляет 
собой эллипс трения (рис. 1).

В случае, когда fsopr = 0, получаем зависи-
мость (1).

В случае, когда f = fsopr знаменатель в (2) 
равен нулю, получаем неуправляемое транс-
портное средство, то есть минимального ра-
диуса поворота не существует.

Максимальная скорость при заданном 
радиусе поворота:

tr
max

M
Rg f

r rN

 λ ν = − +  
  

.	 (3)

Авторами установлено, что центростре-
мительная сила, обеспечивающая движение 
транспортного средства по окружности ра-
диуса R, равна арифметической разнице силы 
трения скольжения колеса и силы сопротив-
ления движению колеса в  направлении его 
вращения:

tr
c tr sopr

M
F F F fN N

r r

λ
= − = − − .	 (4)
На рис. 1 сила Fc равна разнице длин полу-

осей эллипса трения.
На рис. 2 представлена полученная авто-

рами зависимость максимально допустимой 
скорости движения транспортного средства 
vmax по криволинейной траектории радиуса 
R = 40  м от коэффициента сопротивления 
движению fsopr при коэффициенте трения 
скольжения или сцепления колеса с  сухим 
асфальтовым покрытием f = 0,7 3.

ВЫВОДЫ
Анализ полученных результатов показы-

вает, что величина силы сопротивления дви-
жению колеса в направлении его вращения 
оказывает существенное влияние на вели-
чину максимально допустимой скорости при 
заданном радиусе кривизны траектории 
движения транспортного средства.

Чем больше величина силы сопротивле-
ния движению колеса в  направлении его 
вращения, тем меньше величина центростре-
мительной силы, обеспечивающей движение 

3 Коэффициенты трения покоя и скольжения: справочная 
информация. [Электронный ресурс]: https://alexfl.pro/
inform/inform_stali5.html. Доступ 03.06.2024.

Рис. 2. Зависимость максимально допустимой скорости движения транспортного средства по криволинейной траектории 
от коэффициента сопротивления движению [выполнено авторами].

Рис. 1. Схема сил, действующих 
на транспортное средство при движении 

по криволинейной траектории [выполнено авторами].
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транспортного средства по криволинейной 
траектории, и  тем меньше допустимая ско-
рость движения транспортного средства при 
заданном радиусе кривизны траектории его 
движения.

Чем больше величина силы сопротивле-
ния движению колеса в  направлении его 
вращения, тем больше минимально допусти-
мый радиус кривизны этой траектории при 
заданной скорости транспортного средства.
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