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Зульфия ФАЗИЛОВА

АННОТАЦИЯ
На сетях железных дорог эксплуатируется большое 

число искусственных сооружений, мостов, путепроводов, 
труб, лотков. Искусственные сооружения рассчитаны на 
длительные сроки эксплуатации, в ходе которой они нужда-
ются в капитальном ремонте или реконструкции с приме-
нением современных материалов и технологий. В современ-
ных условиях развития железных дорог происходит рост 
осевых нагрузок и скоростей движения, что повышает ак-
туальность решения задач, связанных с динамическим воз-
действием поездов на искусственные сооружения и земляное 
полотно. В силу специфики строительства и содержания 
участков железнодорожного пути на подходах к мостовым 
сооружениям связанная с ними проблематика требует от-
дельного рассмотрения.

Исследование, результаты которого приведены в ста-
тье, было посвящено влиянию анизотропии верхнего строе-
ния пути на параметры динамической осадки предмостовых 

участков переходной жёсткости, устроенных с применени-
ем бездонных коробов.

В проведённом исследовании железнодорожный путь в 
пределах переходного участка предлагается моделировать 
в виде набора плоских элементов постоянной толщины, 
каждый из которых представлен анизотропной пластиной, 
опирающейся на деформируемое основание со своими па-
раметрами деформативности. Показано, что, задавая 
граничные условия для отдельных фрагментов конструк-
ции пути и варьируя коэффициенты анизотропии, опреде-
ляющие соотношения её механических характеристик в 
разных направлениях, можно подобрать требуемые пара-
метры жёсткости железнодорожного пути в пределах 
предмостового участка, что позволяет в дальнейших ис-
следованиях перейти к рассмотрению конструктивных 
особенностей проектирования и устройства данных кон-
струкций.
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ВВЕДЕНИЕ
Постановка проблемы

На сети железных дорог Российской Фе-
дерации эксплуатируется около 83 тысяч 
искусственных сооружений (ИССО), из них 
мосты и путепроводы составляют 37 %, на 
долю труб и лотков приходится 59 % . Многие 
из искусственных сооружений нуждаются 
в неотложном капитальном ремонте либо 
реконструкции с применением современных 
материалов и технологий . Кроме этого, по-
вышение осевых нагрузок и скоростей дви-
жения требует уточнения и детализации 
сложившихся подходов к решению задач, 
связанных с динамическим воздействием 
поездов на объекты ИССО и земляного по-
лотна . При этом указанная проблема пред-
ставляется актуальной для железных дорог 
большинства стран в силу большой длитель-
ности сроков эксплуатации ИССО и совре-
менных тенденций развития железнодорож-
ного транспорта .

Места сопряжения железнодорожного 
пути с ИССО являются одним из основных 
участков резкого изменения вертикальной 
жёсткости пути, что приводит к ускоренному 
выходу из строя элементов верхнего строе-
ния пути (ВСП), увеличению времени и ре-
сурсов, необходимых для технического об-
служивания участка, а также требует приме-
нения специальных технологий строитель-
ства и содержания [1–8] .

При устройстве участков переменной 
жёсткости используются различные кон-
струкции, рекомендованные, в том числе 
и в рамках международных организаций, 
например ОСЖД, для создания постепенно-
го нивелирования жёсткости подрельсового 
основания на подходе к ИССО [9] .

Однако рост осевых нагрузок, увеличе-
ние полигона тяжеловесного и скоростного 
движения ставят задачу более детального 
исследования динамического воздействия 
подвижного состава на конструкцию участ-
ков переходной жёсткости с целью их опти-
мизации .

В целом, с точки зрения сформировав-
шихся подходов к научной методологии 
и проведению инженерных расчётов, проб-
лемы динамического воздействия на участ-
ках различной жёсткости подрельсового 
основания рассматриваются путём модели-
рования с использованием дифференциаль-
ных расчётов, которые проводятся для двух 

сегментов, соединённых переходным участ-
ком .

В работах [10–17] по результатам анали-
за проведённых натурных экспериментов 
были смоделированы железнодорожные 
переходные зоны для прогнозирования их 
краткосрочного и долгосрочного поведения 
под повышенной поездной нагрузкой . Ре-
зультаты показали, что прогиб рельса на 
переходном участке с насыпи на мост ока-
зывает значительное влияние на величину 
динамического воздействия колеса на рельс, 
а также его вертикальное ускорение, вели-
чина которого в момент прохода колеса 
через контрольное сечение не должна пре-
вышать 0,1g, где g – ускорение свободного 
падения . Проведённый динамический ана-
лиз деформационных свой ств мостового 
перехода и характера взаимодействия 
между составом и путём, позволил выявить 
основные факторы, влияющие на динамику 
процесса: скорость поездов по участку, 
деформацию от прогиба рельса, изменение 
жёсткостных характеристик подрельсового 
основания и др . При этом затухание верти-
кальных напряжений составляет 40 %–60 % 
на глубине 0,6 м, 80 %–90 % на глубине 
2,5 м [18–21] .

Цель исследования
Целью настоящего исследования являлось 

решение осесимметричной задачи моделиро-
вания конструкции участка переменной 
жёсткости из бездонных коробов, соответ-
ствующей прямому участку железнодорож-
ного пути . Гипотезой исследования была 
возможность подобрать при заданном макси-
мальном значении вертикального перемеще-
ния требуемые параметры жёсткости кон-
струкции участка переменной жёсткости 
в трех основных направлениях анизотропии, 
что в дальнейшем позволяет сформулировать 
особенности проектирования и устройства 
данных конструкций .

РЕЗУЛЬТАТЫ
Методика исследования

Для участков повышенной осевой нагруз-
ки предлагается применение бездонных ко-
робов, заполняемых балластным материалом  
(рис . 1) . Высота коробов варьируется по 
длине переходного участка от максимальной 
(около устоя моста) до минимальной (в месте 
сопряжения с обычным путём) в пределах 
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2,5–0,8 м . При этом модуль деформации будет 
снижаться от места сопряжения ИССО с под-
ходами по длине вдоль пути до 25 м от 130 
МПа до 80 МПа (рис . 2) .

Предлагается рассмотреть изменение 
частоты собственных колебаний конструкции 
участка переходной жёсткости для модельно-
го плоского элемента с учётом взаимодей-
ствия с другими элементами конструкции 
пути, анизотропных свой ств и различных 
граничных условий [22–25] . При этом верхнее 
строение железнодорожного пути и земляное 
полотно под ним на всю высоту насыпи пред-
ставляется в виде набора слоёв постоянной 
толщины, плотно прилегающих друг к другу .

В отечественной и зарубежной литературе 
можно выделить два подхода к математиче-
скому моделированию таких сооружений . 
Первый подход заключается в агрегировании 
плоских послойных моделей с разнообразны-
ми свой ствами в единую многослойную 
конструкцию . Второй подход основан на ис-
следовании однослойной конструкции, для 
которой учитываются анизотропные свой ства 
в различных направлениях анизотропии . 
Фактически изменение механических харак-
теристик материала позволяет посредством 
использования приведённых величин моде-
лировать неоднородные среды [26–28] . Мо-
дели, определяющие используемые для 
дальнейших расчётов уравнения, и в первом, 
и во втором случае необходимо дополнять 
граничными условиями на гранях и соприка-
сающихся поверхностях, а также с помощью 
начальных условий задавать особенности 
приложения динамической нагрузки от по-
движного состава .

В настоящем исследовании за основу взят 
второй подход . Железнодорожный путь пред-
лагается моделировать плоскими элементами, 
каждый из которых представлен анизотроп-
ной пластиной, опирающейся на деформируе-
мое основание со своими параметрами дефор-
мативности . По контуру могут быть исполь-
зованы различные краевые условия, варьируя 
которые, можно добиться хорошего соответ-
ствия реальной конструкции железнодорож-
ного пути и её математической модели . Ос-
новными участками железнодорожного пути, 
для которых подходят такие, в целом не 
тривиальные подходы, являются участки 
переменной жёсткости перед и после искус-
ственных сооружений на линейных объектах 
транспортной инфраструктуры .

Рис. 1. Конст
рукция участ

ка из бездонны
х коробов [схема подгот

овлена с участ
ием авт

ора].
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В качестве математической модели, описы-
вающей динамическое поведение трансверсаль-
но- изотропной пластины, лежащей на дефор-
мируемом основании и испытывающей воз-
действие внешней нормальной нагрузки, ими-
тирующей воздействие подвижного состава, 
предлагается использовать уравнение попереч-
ных колебаний для трансверсально- изотропной 
пластины постоянной толщины, жёстко опёртой 
по всем четырём сторонам . Именно такое пред-
ставление является наиболее приближённым 
при использовании конструкций железобетон-
ных коробов, ограничивающих перемещения 
материала, находящегося внутри оболочки, по 
всем направлениям . Принимаем, что до начала 
приложения нагрузки плоский элемент распо-
ложен в области следующих координат {0 ≤ x 
≤ l1;0 ≤ у ≤ l2;–h ≤ z ≤ h}, а уравнение колебаний 
можно представить в виде:

2 4 2
2

1 2 3 42 4 2 0( ) ,
W W

A A A W A W P W
t t t

∂ ∂ ∂
+ − ∆ + ∆ + =

∂ ∂ ∂
 (1)

где W –  поперечное смещение точек средин-
ной плоскости пластины;

∆ –  оператор Лапласа .
При этом коэффициенты анизотропии 

имеют вид:
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где введены следующие обозначения:

3

5 6 73( )
W W W

P W A A A
t t t

∂ ∂ ∂
= + + ∆

∂ ∂ ∂
 –  отпор;

ρ1 –  плотность;
b –  скорость поперечной волны;
A11 = A13 = … = Anm –  коэффициенты ани-

зотропии, определяющие соотношения меха-
нических характеристик элементов конструк-
ции в разных направлениях .

В настоящем исследовании выделяются 
три основных направления изменения меха-
нических и геометрических характеристик 
конструкции: горизонтальное – вдоль рель-
совых плетей, поперечное –  вдоль шпал, 
а также вертикальное направление – вниз от 
уровня головки рельса .

Граничные условия для отдельных фраг-
ментов конструкции пути в этом случае при-
нимают вид:

10 0; , ,
W

W x l
x

∂
= = =

∂ 20 0; , .
W

W y l
y

∂
= = =

∂
  (2)

Решение уравнения (1) строится в следую-
щем виде:

( ) ( ), , , exp
bt

W x y t W x y
h

 = ξ 
 

,  (3)

где ξ –  частота собственных колебаний пла-
стины .

Тогда уравнение (1) можно представить 
в виде:
W(x, y)(∆2 + B1∆ + B2) = 0 . (4)

Здесь
2

1 3 7
4

2 4 3

2 1 2 5 6
4

1

1

;

.

b b
B A A

A h h

b b b b
B A A A A

A h h h h

 ξ ξ   = − +         
 ξ ξ ξ ξ       = + + +                 

 (5)

Для удобства представления переменных 
величин и нахождения геометрических соот-
ношений используем безразмерные коорди-
наты и функции прогиба:

Рис. 2. Требование к конструкции переходного участка для моста с безбалластным полотном [9, рис. 23].
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4

1 2 1
4; ; , ,

l l l
x y W x y V= α = β = α β

π π π
 . (6)

Учитывая безразмерные координаты и со-
отношение η = l1 / l2, определяющее уравнение 
можно представить в следующем виде:

( )

4 4 4
2 4

4 2 2 4

2 42 2
21 1

1 22 2 2 4

2
0, .V

l l
B B

  ∂ ∂ ∂
+ η + η +  ∂α ∂α ∂β ∂β  α β =  ∂ ∂ + + η +  π ∂α ∂β π  

 (7)

Для решения уравнения (7) воспользуем-
ся методом декомпозиций, предполагающим 
разделение общей задачи на три вспомога-
тельных, после решения каждой из которых 
результат предлагается агрегировать:
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 + + η + π ∂α ∂β π   

Согласно методу декомпозиций, будем 
приближённо полагать, что

( )1 2 3 1 2
1
2

;V V V V V≅ = + , (9)

а в заданных точках пластинки произвольные 
функции будем искать в виде:

( ) ( ) ( ) ( )
1

,
,

, sin sini
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n m

f a n m
∞

=

α β = α β∑ , (10)

где ( )
,
i

n ma  –  произвольные постоянные, где i = 
1,2 .

Общее решение вспомогательных задач 
будем искать в виде:
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где ψ1(β) и φ1(α) – произвольные функции .
Удовлетворяя общее решение граничным 

условиям и учитывая вспомогательные зада-
чи, можно определить все произвольные 
функции Ψ1(β) и ϕi(α) через систему:

( ) ( )

( ) ( )

1 2
11 11 12 11

1 2
21 11 22 11

0

0
,

c a c a

c a c a

 + =


+ =
 (12)

где

2
21

11 1 2

4
21

2 4

21 1
2 4

21 1 1
2 4

;

l
c B

l
B

 π = − + −η − +  π π   
π   + − − η − + +   π π   

2
1

12 1 2 2 2

4
1

2 4 4 2

2 11 1
2 4

1 1 21 1 1
2 4

;

l
c B

l
B

 π = − + − − +  π η π η   
π   + − − − + +   π η η π   

с21 = 1;
с22 = –1/η4 .
Неизвестные величины, входящие в сис-

тему определяющих функциональных урав-
нений, имеют не нулевое значение только при 
равенстве нулю главного определителя . Ис-
ходя из этого условия, можно получить харак-
теристическое уравнение, разрешаемое отно-
сительно частот собственных колебаний 
плоской конструкции:

4 3 2
1 2 3 4 5 0d d d d dξ + ξ + ξ + ξ + = , (13)

где
44

2 1
1 4 4

4
34

6 1
2 4 4

4

2
3

22
1

3 2 2 2
4

4
1

1 4 4

2
1

4 2
4

1
4

1
4

2 1 2

2 1 1 2
4

1
4

;

;

;

A l b
d

A h

A l b
d

A h

A

l b
d

A h

l
A

l
d

A

π  = − −  π η   

π  = − −  π η   

   
+ −   π η    −    π    = − + −    π η η       

 π  − −  π η   

= −
π η

2
7

2 2

4
1

5 4 4

5 2 4

2 1 2

2 1 1 2
4

1
4

2 2 11 1

;

.

A

b

h

l
A

d

   
+ −   π η    +    π    − + −    η       

 π  + −  π η   
 = − + − − η π η 

 (14)

Если заменить бесконечный протяжён-
ный плоский элемент на пластину с конеч-
ными размерами, то к описанным уравне-
ниям можно добавить краевые условия по 
граням, в этом случае можно получить ха-
рактеристическое уравнение относительно 
частот собственных колебаний . Варьируя 
параметры Ai и приводя их в соответствие 
с геометрическими и механическими харак-
теристиками реальной конструкции желез-
нодорожного пути, можно получить не 
только математическое решение инженер-
ной задачи деформирования верхнего строе-
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ния пути под подвижной динамической 
нагрузкой, но и апробировать различные 
элементы и процедуры технологических 
процессов содержания железнодорожного 
пути [29–30] .

После определения частот собственных 
колебаний можно построить и проанализиро-
вать графические зависимости для вертикаль-
ного перемещения точек медианной поверх-
ности плоского элемента, моделирующего 
сегмент железнодорожного пути . Вертикаль-
ное перемещение вычисляется согласно со-
отношениям (3) и по факту представляет со-
бой сумму всех возможных вертикальных 
перемещений (просадка, осадка, перекос, 
приведённый к одной из нитей и т . д .) . Полу-

ченные значения могут быть сравнены с сум-
марными значениями некоторых величин, 
вносящих вклад в вертикальное перемещение 
точек пути и определяемых вагоном- 
путеизмерителем .

ОБСУЖДЕНИЕ
Описанная выше математическая модель 

была применена для проведения практиче-
ских расчётов конструкции пути в пределах 
участка переменной жёсткости . Первые из 
построенных графиков (рис . 3а, б) показыва-
ют зависимость вертикального перемещения 
от координаты местоположения исследуемой 
точки конструкции вдоль рельсовой плети . 
Полученные результаты позволяют опреде-

а) Х = 0–3 м

в) Х = 9–15 м

б) Х = 3–9 м

г) Х = 15–24 м

Рис. 3. Графики зависимости W(х) по длине участка переходной жёсткости:
а) х = 0–3 м; б) х = 3–9 м; в) ч = 9–15 м; г) х = 15–24 м при значениях А11 = 2, А1 = 1, А33 = 2 и А44 = 2  

[графики построены при участии автора]:
А –  коэффициент анизотропии; вертикальная ось (W) – величина прогиба рельса, мм; 

горизонтальная ось (X) –  координаты точки замера на рельсовой плети от начала рассматриваемого сегмента, м.
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лить места наибольших и наименьших пере-
мещений при приложении динамической 
нагрузки, а также вычислить оптимальный 
размер сегмента конструкции железнодорож-
ного пути (это может быть железобетонная 
плита, короб, кессон и т . д .) с точки зрения 
минимизации перемещений при фиксации 
механических (модуль упругости, модуль 
сдвига, коэффициент Пуассона и т . д .) и жёст-

костных (изгибная, сдвиговая жёсткости, 
цилиндрическая жёсткость и т . д .) парамет-
ров, что является одной из основных харак-
теристик эксплуатации железнодорожного 
пути .

Для заданных при расчётах параметров 
(для вертикального перемещения можно ис-
пользовать максимальные значения, указан-
ные в отечественных и зарубежных норма-
тивных документах; они составляют порядка 
10 мм) наибольший прогиб наблюдался 
в точке с координатой 3 м, а наименьший –  
в точке с координатой 6,8 м: в этом диапазоне 
и должны находиться размеры в плане для 
элементов конструкций, усиливающих уча-
сток пути перед или после искусственного 
сооружения или в иных местах с увеличенной 
осадкой железнодорожного пути .

Серия других графических зависимостей 
показывает влияние на вертикальный прогиб 
коэффициентов анизотропии в трёх основных 
направлениях . В качестве аргумента, как 
и в предыдущем случае, выступает координа-
та искомой точки конструкции, отсчитывае-
мая вдоль рельсовой плети от начала рассмат-
риваемого сегмента (фактически, это начало 
железобетонного короба) . Сравнивая отдель-
ные кривые, можно отметить вклад анизо-
тропных свой ств конструкции железнодорож-
ного пути в итоговое значение вертикального 
перемещения . При этом видно (рис . 4 а), что 

а) б)

Рис. 4. Графики зависимости: а) W(x) и б) W(y) при разных наборах значений А11 [графики построены при участии автора]:
А –  коэффициент анизотропии;

вертикальная ось – а) (W(x)) –  зависимость прогиба от значения перемещения вдоль рельсовой цепи, мм; б) (W(y)) –  зависимость 
прогиба от значения вертикального перемещения, мм;

горизонтальная ось (X) –  координаты точки замера на рельсовой плети, м.

Рис. 5. График W(y) при изменении А11 [график построен при 
участии автора]:

А –  коэффициент анизотропии; вертикальная ось –  (W(y)) –  
зависимость прогиба от изменения жёсткости вдоль 

рельсовой плети, мм; горизонтальная ось (y) –  координаты 
точки замера в поперечном направлении от оси пути, м.
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увеличение приведённого параметра анизо-
тропии вдоль рельсовой плети даже в два 
раза мало влияет на общее значение прогиба .

При увеличении жёсткости вдоль рельсов 
зависимость перемещения от координаты 
с момента возникновения максимального 
значения фактически параллельна характе-
ристике с предыдущими значениями, это 
говорит о линейности влияния изменяемых 
параметров . Влияние анизотропии в верти-
кальном направлении (рис . 4 б) более инте-
ресно с точки зрения поведения функции 
прогиба: представленные графики W(y) пере-
секаются между собой практически в одной 
точке, величина прогиба в которой практи-
чески не зависит от параметров сцепления 
горизонтальных слоев между собой (именно 
эту характеристику можно увеличить, ис-
пользуя сваи или иные конструкции нагель-
ного характера), а зависит от цилиндриче-
ской жёсткости самого железобетонного 
короба .

График W(y) при изменении А11 (рис . 5) 
также показывает незначительное влияние 
изменения жёсткости вдоль рельсовой пле-
ти на итоговую величину вертикального 
прогиба, интересным результатом является 
точка равенства нулю прогиба, фактически 
она означает геометрический размер короба 
в плане и может варьироваться для одно-
путного и двухпутного участка железной 
дороги .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Устройство участка переходной жёсткости 

на подходах к искусственным сооружениям 
является необходимым элементом, позволяю-
щим снизить риск возникновения остаточных 
деформаций и создающим предпосылки 
к сокращению расходов на текущее содержа-
ние железнодорожного пути в зоне подходов 
к ИССО . Устройство таких конструкций 
особенно актуально на участках высокоско-
ростного и тяжёловесного движения .

В работе рассмотрена осесимметричная 
задача моделирования конструкции участка 
переменной жесткости из бездонных коро-
бов, соответствующая прямому участку 
железнодорожного пути . Задавая максималь-
ное значение вертикального перемещения, 
указанное в отечественных и зарубежных 
нормативных документах, можно подобрать 
требуемые параметры жёсткости конструк-
ции участка переменной жёсткости в трёх 

основных направлениях анизотропии, что 
позволит в дальнейших исследованиях пе-
рейти к рассмотрению конструктивных 
особенностей проектирования и устройства 
данных конструкций .
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