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АННОТАЦИЯ

Постановка классических минимаксных задач транс-
портного типа предполагает поиск оптимального плана 
перевозок с учётом только времён доставки ресурсов. Не-
избежно возникающие при этом дополнительные затраты 
на обработку ресурсов в исходных пунктах и в пунктах на-
значения во внимание, как правило, не принимаются. Такой 
подход вполне оправдан при несоизмеримости времён до-
ставки ресурсов по имеющимся маршрутам и времён пред-
варительной/последующей обработки ресурсов. В то же 
время в ряде практических задач временные затраты на 
погрузку/разгрузку (например, при организации погрузки 
фасованных минеральных удобрений со складов порта на 
корабли) могут иметь существенное значение. В подобных 
ситуациях при поиске оптимального плана перевозок необ-
ходимо учитывать не только время движения используемых 
транспортных средств по установленным маршрутам, но 
и затраты на погрузочно-разгрузочные операции, учитывая 
при этом и количество имеющихся транспортных средств 
и их характеристики, например, грузоподъёмность. 

В связи с этим целью исследования является не 
только разработка метода расчёта оптимального 

плана перевозок, но и метода распределения транспорт-
ных средств с учётом их количества и характеристик 

При этом ещё одной не менее важной целью иссле-
дования является обоснование применения метода по-
следовательного сокращения невязок с учётом вида 
целевой функции, учитывающей не только основные 
параметры классических минимаксных задач транспорт-
ного типа, но и количественные характеристики транс-
портных средств, привлекаемых к транспортной опера-
ции. Принципиально важно, что применение метода по-
следовательного сокращения невязок обуславливает 
полиномиальную вычислительную сложность алгоритма, 
что делает возможным его применение при оперативном 
решении задач практической размерности.

Для решения задачи распределения имеющихся 
транспортных средств по исходным пунктам с учётом 
грузоподъёмности транспортных средств предложено 
использовать метод динамического программирования. 
Рассмотрен иллюстративный пример распределения 
средств доставки, адаптированный для применения в 
MS Excel. 
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ВВЕДЕНИЕ
В минимаксных задачах транспортного 

типа [1–3] не учитывается время на погрузоч-
но- разгрузочные операции . В статье предла-
гается учитывать потери времени не только 
на доставку ресурсов, но и при погрузке/
разгрузке ресурсов в исходных пунктах 
и в пунктах назначения . При этом будем счи-
тать, что затраты времени на обработку ре-
сурсов имеют линейную зависимость от ко-
личества ресурсов, направляемых по каждому 
из имеющихся маршрутов . Также следует 
учитывать как наличие привлекаемых транс-
портных средств, так и их характеристики, 
например, грузоподъёмность . Такая поста-
новка задачи имеет сходство с классической 
линейной транспортной задачей [4], с задача-
ми с минимаксной целевой функцией [5; 6] 
и с задачами с фиксированными доплатами 
[7–9], решение которых при линеаризации 
целевой функции приводит к существенным 
погрешностям, а поиск точного решения 
комбинаторными методами определяет не-
приемлемую (экспоненциальную) вычисли-
тельную эффективность . Минимаксный же 
характер показателя качества управления 
рассматриваемой задачи делает возможным 
решение общей задачи как совокупности 
подзадач о максимальном транспортном по-
токе [8; 10; 11] . При этом поскольку централь-
ное место в предлагаемом алгоритме занима-
ет метод последовательного сокращения не-
вязок с полиномиальной вычислительной 
сложностью [3], вычислительная сложность 
предлагаемого алгоритма будет иметь ту же 
вычислительную сложность [8; 12; 13] . От-
сюда следует вывод о применимости предла-
гаемого алгоритма в задачах с достаточно 
большим количеством переменных . Следует 
отметить, что подход, основанный на после-
довательном уменьшении размерности задачи 
[14], приводит, как правило, к решениям, 
далёким от оптимальных . А решавшиеся 
ранее задачи, связанные с обработкой ресур-
сов в пунктах назначения [15; 16], всё же не 
учитывали ни количество имеющихся транс-
портных средств, ни необходимость их опти-
мального распределения по используемым 
маршрутам . В качестве ещё одного аргумен-
та в пользу актуальности рассматриваемой 
в статье задачи следует указать, что изучение 
моделей транспортного типа, в том числе 
и временных затрат на погрузочно- 
разгрузочные операции, и, как частный слу-

чай, временных затрат в пунктах промежу-
точной обработки, по-прежнему привлекает 
пристальное внимание исследователей [17; 
18] .

Целью исследования является разработка 
метода расчёта оптимального плана перевозок 
и метода распределения транспортных 
средств с учётом их количества и характери-
стик .

РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть имеется m исходных пунктов с ре-

сурсами ai (i = 1 … m) и n пунктов назначения 
c потребностями bj (j = 1 … n) . Условием 
допустимости плана перевозок ║xij║ (i =1… 
m, j = 1 … n) является выполнение обычных 
для линейной транспортной задачи ограни-
чений:
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где ai – объём ресурса в Ai;
bj – потребности Bj;
xij – количество единиц ресурса на марш-

руте Ai → Bj.
Решение будет оптимальным при дости-

жении функцией F(xij) минимума:
F(xij) = maxf(xij), i = 1 … m, j = 1 … n,  (2)
где:
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tij – время движения из Ai в Bj;
t’i – потери на погрузку (обработку) еди-

ницы ресурса в Ai;
t"j – потери на разгрузку (обработку) еди-

ницы ресурса в Bj .
В качестве предварительного шага нужно 

вычислить нижнюю границу целевой функ-
ции. Затем, используя найденное значение 
нижней границы Fn, вычислить dij (i = 1 … 
m, j = 1 … n) и попытаться разместить отлич-
ные от нуля xij только по «разрешённым» 
маршрутам . Для решения предлагается ис-
пользование метода Эгервари [7; 8], так как 
в этом случае будет отсутствовать требова-
ние сбалансированности ресурсов и потреб-
ностей . Кроме того, венгерский метод некри-
тичен к появлению вырожденности, от кото-
рой можно впоследствии избавиться на 
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этапе анализа полученного оптимального 
решения .

В случае успешного размещения ненуле-
вых перевозок по маршрутам, в которых F ≤ Fn 
(либо остаток ресурсов в исходных пунктах 
равен нулю, либо удовлетворены все потреб-
ности), оптимальное решение найдено . Если 
это не так, то необходимо минимально нара-
стить пропускные способности маршрутов за 
счёт увеличения (сколь угодно малого) значе-
ния нижней границы . После выполнения 
указанной процедуры следует пересчёт про-
пускных способностей и повторение процеду-
ры наращивания потока в сети . В случае 
безуспешного размещения ненулевых пере-
возок по доступным маршрутам следует по-
вторно нарастить пропускные способности 
маршрутов и пересчитать пропускные спо-
собности и так далее . Для иллюстрации ал-
горитма расчёта Fn воспользуемся иллюстра-
тивным примером (рис . 1 и табл . 2) . Над 
рёбрами графа проставлены значения времён 
доставки ресурсов между пунктами . Этот же 
смысл имеют данные в правых верхних углах 
ячеек табл . 1 . Количество имеющихся ресур-
сов в пунктах Ai и величина потребностей 
пунктов Bj – цифры в центрах окружностей . 
Времена обработки единицы ресурса указаны 
как знаменатели .

Исходя из представленных выше ограни-
чений (2, 3), следует расчёт Fn:

( )( ) = + + 
'{ , " }n i j ij j i j i jF max min t min a b t t  .  (4)

В соответствии с (4) Fn = t11+b1(t’1+t"1) = 10,1 .
Исходя из полученного значения, рассчи-

таем пропускные способности и проставим 
их в нижней части ячеек табл . 1 .

Чтобы сократить заведомо бесперспектив-
ные шаги алгоритма, имеет смысл уточнить 
Fn . Сокращение числа шагов может быть 
достигнуто путём вычисления пропускных 
способностей по правилу:

� �
0

� � �� � �� � �� �
���

'
, , ,( ) " ,  ;

,  ,

i j i j n ij i j ij n

ij

ij n

min a b F t div t t еслиt F
d

еслиt F
 (5)

где div – операция деления с отбрасыванием 
остатка .

Возможность получения допустимого 
решения (удовлетворяющего всем ограниче-
ниям) обеспечивается справедливостью 
условий:
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Если не будет выполняться любое из не-
равенств (6), то следует вывод либо о невоз-
можности вывоза ресурсов из  какого-то ис-
ходного пункта, либо о невозможности до-
ставки необходимого количества ресурсов до 
одного или нескольких пунктов назначения . 
В такой ситуации следует процедура наращи-
вания нижней границы функции . Опираясь 
на уточнённое значение Fn, вновь проводится 
расчёт пропускных способностей маршрутов 
в соответствии с (5) и снова проверяется 
справедливость условий (6) .

Если установленные dij делают возмож-
ным вывоз ресурсов из всех исходных пунк-

Рис. 1. Сеть иллюстративного примера [3].

Таблица 1
Пропускные способности маршрутов 

при Fn = 10,1 [3]
b1 b2 b3

a1 5
17

6
12

7
9

a2 7
10

2
12

3
10

a3 8
7

4
10

5
10
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A2=20/0.1 

A1=27/0,1 
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B3=28/0,2 

B2=12/0,2 
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Рис. 2. Оптимальный план без учёта количества и характеристик имеющихся транспортных средств (выполнено автором).

тов и доставку во все конечные пункты, то 
осуществляется переход к следующему этапу 
решения – составлению исходного плана, 
в котором величины перевозок xij определя-
ются формулой:

= ' '( , , )ij ij i j ijx min a b d , (7)
где a’i, b’j – ресурсы и потребности соот-
ветствующих исходных пунктов и пунктов 
назначения с учётом уже назначенных 
перевозок . 

План перевозок, полученный в соответ-
ствии с (7), представлен в табл . 2, где в верх-
ней части ячеек содержатся времена движе-
ния по соответствующим маршрутам, а ни-
же – собственно значения xij .

Таблица 2
Исходный план примера [3]

b1 b2 b3

a1 5
17

6
10

7

a2 7 2
2

3
18

a3 8 4 5
10

Полученный план является решением 
задачи . При ложности этого утверждения 
необходимо перейти к процедуре наращива-
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ния транспортного потока, наращиванию при 
необходимости Fn и т . д . [3; 7; 8] .

План транспортировки в табл . 2 (F(xij) = 
10,1) является оптимальным в предположе-
нии, что ресурсы, назначенные к перевозке 
по любому из рассматриваемых маршрутов, 
перевозятся за один рейс, то есть, что и коли-
чество транспортных средств в каждом ис-
ходном пункте, и грузоподъёмность этих 
транспортных средств не ниже существую-
щих потребностей . В связи с этим определён-
ный интерес представляет задача реализации 
ранее разработанного оптимального плана 
с учётом количества имеющихся в исходных 
пунктах транспортных средств и их грузо-
подъёмности .

В этом случае количество рейсов по каж-
дому маршруту может быть рассчитано по 
формуле:
lij = (xij + qi – 1) div qi,  (8)
где qi – грузоподъёмность i-го транспортного 
средства .

При этом время каждого маршрута рас-
считывается по формуле:
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i

w W ,

где wi – количество транспортных средств 
в i-м исходном пункте;

W – общее количество транспортных 
средств .

Задача заключается в определении значе-
ний переменных wi, при которых:
F(wi) = maxiF’ (wi) → min(i = 1 … m) . (10)

Ввиду характера целевой функции (10), 
вполне очевидно, что решение может быть 
найдено комбинаторными методами, напри-
мер, методом динамического программиро-
вания . В то же время следует обратить вни-
мание, что в задачах практической размерно-
сти вполне применимы процедуры, заложен-
ные в MS Excel .

В настоящее время при решении оптими-
зационных задач могут применяться либо 
программы на языках программирования 
высокого уровня, либо распространённые 
математические пакеты (например, MathCad), 
либо программы общего назначения (напри-
мер, электронные таблицы) .

Основной недостаток программ первого 
типа – разработчики подобных программ 
являются лицами, ориентированными, 
прежде всего, на разработку эффективных 
алгоритмов сформулированных задач [3] . 
Такие программы имеют высокую вычисли-
тельную эффективность . При их использова-

Рис. 3. Заполненное диалоговое окно (выполнено автором).
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Рис. 4. Результат выполнения команды «Поиск Решения» (выполнено автором).

нии математическая формулировка задачи не 
требуется, так как уже выполнена в ходе 
разработки алгоритма . Пользователю лишь 
требуется ввести исходные данные . При этом 
пользовательский интерфейс таких программ 
является не проработанным и понятен только 
узкому кругу специалистов .

Распространённые математические паке-
ты потребуют задачу формализовать, что 
подразумевает определённый уровень мате-

матической подготовки пользователя . Кроме 
того, решение оптимизационных задач в та-
ких пакетах может привести к решению ряда 
составляющих подзадач [2; 7; 8] .

Программы общего назначения (напри-
мер, электронные таблицы) обладают проду-
манным интерфейсом . Широкий спектр 
действия заложенных в них алгоритмов 
приводит к серьёзному ухудшению вычисли-
тельной эффективности [3] .
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В этой связи ниже рассмотрено использо-

вание MS Excel для решения сформулирован-
ной задачи . Более широкий круг оптимизаци-
онных задач, решаемых в среде MS Excel 
(основная задача линейного программирова-
ния, задача о ранце, задача о распределении 
ресурсов и др .), рассмотрен в [2] .

На рис . 2 представлен найденный опти-
мальный план иллюстративного примера без 
учёта количества и характеристик имеющих-
ся транспортных средств . Для реализации 
этого плана с учётом имеющихся транспорт-
ных средств и их характеристик, например, 
грузоподъёмности, предлагается в задачах 
малой размерности применить команду «По-
иск Решения» MS Excel .

На рис . 3 представлено заполненное диа-
логовое окно команды «Поиск Решения», а на 
рис . 4 – результат её исполнения .

ВЫВОДЫ
Вычислительная сложность предлагаемо-

го алгоритма поиска оптимального плана 
перевозок не выше полиномиальной, что 
делает возможным его применение в решении 
задач практической размерности .

Процедура оптимального распределения 
имеющихся в распоряжении лица, принимаю-
щего решение, транспортных средств форма-
лизована для решения задач небольшой раз-
мерности с применением MS Excel .

Разработанная процедура оптимального 
распределения транспортных средств может 
быть программно реализована одним из ком-
бинаторных методов, например, методом 
динамического программирования .
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