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Математическое моделирование процессов движения 
позволяет оценить динамические качества вагона на стадии 
его проектирования. Однако необходимо учитывать род 
перевозимого груза, движение которого оказывает влияние 
на показатели этих качеств.

В работе рассмотрена математическая модель восьми-
осной железнодорожной цистерны, разработанная с использо-
ванием уравнения Лагранжа второго рода. В рассматриваемой 
математической модели предложен подход, основанный на 
учёте влияния энергии жидкого груза при установившемся ре-
жиме движения. Учёт этого влияния осуществлялся за счёт 
оценки кинетической и потенциальной энергий колебаний пе-
ревозимого жидкого груза.

Для рассматриваемой модели составлены диф-
ференциальные уравнения колебания, где жидкий груз 
представляется как твёрдое тело. Подход для учёта 

влияния жидкого груза при колебаниях вагона- цистерны ос-
нован на предположении, что общий объём смещающейся 
жидкости примерно соответствует объёму слоя жидкости, 
определяемого смещением подпрыгивания, или, в случае 
галопирования, – при угловом смещении одного концевого 
сечения котла цистерны второе сечение поднимается на 
эту же величину, иными словами, работает система сооб-
щающихся сосудов. На основе этих предположений получены 
энергетические добавки, которые учитывают перемещение 
жидкого груза при установившихся режимах движения.

По предложенному подходу были выполнены предвари-
тельные расчёты и дана оценка полученным результатам, 
которые показали удовлетворительную сходимость с вы-
числениями, выполнявшимися с применением других подходов 
к моделированию процессов движения железнодорожных ва-
гонов- цистерн.
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ВВЕДЕНИЕ

При моделировании процессов движения 
подвижного состава по железнодорожному 
пути исследователей интересуют показатели 
динамических качеств (коэффициенты дина-
мики, динамические силы различной направ-
ленности, ускорения, перемещения элементов 
конструкции) [1; 2], значения которых в ко-
нечном счёте определяются величинами ки-
нетической и потенциальной энергий и вели-
чинами их соотношений в процессе работы 
системы.

Учитывая это обстоятельство, можно ска-
зать, что если при изучении процессов дви-
жения вагона с жидким грузом в математиче-
ской модели представится возможность 
сравнительно удачно отразить энергетические 
показатели движущихся масс жидкости, то 
в результате можно создать оптимизирован-
ную упрощённую модель, отражающую 
влияние жидкого груза на показатели плавно-
сти хода при установившемся режиме движе-
ния [3]. Решение этой задачи позволило бы 
получить оценку ходовых качеств и нагру-
женности грузовой ёмкости для любых транс-
портных единиц, связанных с перевозкой 
жидких грузов. Целью предлагаемой работы 
является решение этой задачи применительно 
к железнодорожным цистернам.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ
Стоит отметить, что, как правило, при 

разработке математических моделей колеба-
ний вагонов- цистерн перевозимый груз рас-
сматривают как твёрдое тело [4; 5]. Однако, 
как было отмечено выше, перевозимый груз 
оказывает влияние на показатели динамиче-
ских качеств рассматриваемых моделей ваго-
нов- цистерн. Таким образом, необходимо 

использовать расчётные подходы, учитываю-
щие энергетический вклад жидкого груза 
в общую систему.

Так в работах [6–9] оценивается влияние 
жидкого груза при переходных режимах 
работы, где описание движения жидкости 
осуществляется уравнениями механики 
сплошных сред. Учёт влияния жидкого гру-
за в современных программных комплексах 
осуществляется с помощью решения задач 
гидродинамики [10; 11] или с использовани-
ем маятниковых аналогов [12–14].

В предлагаемой работе методика строится 
на предположении, что оболочка ёмкости аб-
солютно жёсткая, конструкция симметрична 
относительно продольной и поперечной плос-
костей. Ёмкость имеет круговую цилиндриче-
скую форму. Начало координат совпадает 
с центром среднего сечения. Продольная ось 
X направлена вдоль оси цилиндра, поперечная 
ось Y совпадает с горизонтальным диаметром 
среднего сечения, а вертикальная Z направле-
на по вертикальному диаметру среднего сече-
ния.

Принципиальной основой в формируемых 
моделях служит закон сохранения энергии, 
то есть трансформация кинетической энер-
гии, связанной со скоростью движения волны, 
в потенциальную энергию, обусловленную 
высотой волны.

Разработка математических моделей вы-
полняется с использованием уравнения Ла-
гранжа второго рода [15], которое для рас-
сматриваемой задачи будет иметь вид:

0Σ Σ∂ ∂Π
+ =

∂ ∂

,
i i

Td

dt q q
  (1)

где qi – обобщённая координата;
TΣ – кинетическая энергия системы;
ПΣ – потенциальная энергия системы.

Рис. 1. Расчётная схема для определения колебаний вагона- цистерны (выполнена авторами).
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РЕЗУЛЬТАТЫ
Система дифференциальных уравнений

В качестве расчётной модели рассмотрим 
условную схему восьмиосной железнодорож-
ной цистерны.

В работе принимаем следующие обозна-
чения:

m1 – масса брутто котла цистерны;
J1 – момент инерции котла цистерны;
m2,3 – масса соединительной балки;
J2,3 – момент инерции соединительной 

балки;
С1 – вертикальная жёсткость соединитель-

ной балки;
С2 – вертикальная жёсткость комплекта 

рессорного подвешивания;
f2 – коэффициент сухого трения фрикци-

онного гасителя колебаний;
2Lб – база цистерны;
2Lц – длина цилиндрической части котла 

цистерны;
2L1 – база тележки;
η1,2,3,4(t) – функция неровности пути под 

соответствующей тележкой;
z1 – вертикальное перемещение центра 

масс котла цистерны;
φ1 – угол поворота котла цистерны отно-

сительно поперечной оси Y;
z2,3 – вертикальное перемещение центра 

масс соединительной балки;
φ2 – угол поворота соединительной балки 

относительно поперечной оси Y;
ρж – плотность массы перевозимого жид-

кого груза;
g – ускорение свободного падения;
βнал – угол налива жидкого груза;
R – радиус котла цистерны;

H – линейный размер свободной поверх-
ности жидкости в поперечном направлении, 
определяемый как H = 2sinβнал.

Для представленной на рис. 1 схемы сис-
тема дифференциальных уравнений будет 
выглядеть следующим образом:
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– разрывная функция, 

обозначающая смену знака.
В приведённой системе дифференциаль-

ных уравнений (2) перевозимый жидкий груз 
воспринимается как твёрдое тело. Естествен-
но, что величины кинетической и потенци-
альной энергий волнового движения поверх-
ности жидкости зависят от высоты волн, 
возникающих на свободной поверхности 
жидкого груза. При моделировании в задачах 
колебания свободной поверхности жидкости 
можно ввести предположение, что общий 
объём смещающейся жидкости примерно 
соответствует объёму слоя жидкости, опре-

Рис. 2. Расчётная схема для определения энергетической добавки из-за колебаний жидкого груза при колебаниях подпрыгивания 
(составлена авторами).
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деляемого смещения подпрыгивания, то есть 
величиной z1 (рис. 2). Такое предположение 
можно обосновать тем, что объём волны, 
поднимаемой над слоем, находящимся в по-
кое, равен объёму волны, находящемуся под 
этим слоем. Таким образом, в представлен-
ную модель дополнительно вводятся вклады 
кинетической Tж и потенциальной Пж энер-
гий жидкого груза, перемещающегося вслед-
ствие колебаний котла цистерны.

Определим объём и массу жидкого груза, 
захваченного вследствие колебаний подпры-
гивания. Будем считать, что этот уровень 
соответствует уровню перемещения котла 
цистерны z1. Тогда объём этой массы будет 
равен:

12 2= β .ж нал цsinV R L z

Тогда кинетическая Тжверт и потенциальная 
Пжверт энергии будут определяться как:

21
1

1 1

2 2
2

2 2

ρ β
=

= ρ β



ж нал ц
жверт

жверт ж нал ц

sin
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sin .

R L z
T z

П R L z gz
 (3)

Подставив выражения (3) в уравнение (1), 
получим выражения для подстановки в ис-
ходную систему дифференциальных уравне-
ний (2):
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R L z z z

dt z

П
R gL z

z

 (4)

Рассмотрим угловые колебания. При уг-
ловых колебаниях работает «схема сообщаю-
щихся сосудов», то есть при угловом смеще-
нии одного концевого сечения котла цистерны 
(например, вниз) второе сечение поднимает-
ся на эту же величину. И при этом, очевидно, 
осуществляется смещение объёма жидкости. 
При угловых колебаниях объём жидкости, 
находящейся слева от среднего сечения, дол-

жен равняться объёму жидкости, находящей-
ся справа.

Найдём объём жидкости Vжугл и скорость 
перемещения центра масс vцт, изменяющихся 
вследствие угловых колебаний котла цистер-
ны:

2
1= β ϕжугл ц налsin ;V L R 1

2
3

= ϕцт цт .v L  (5)

С учётом этого, кинетическая Тжугл и по-
тенциальная Пжугл энергии перетекающей 
жидкости будут определяться как:

4

3 2
1

4
9
4
3

= ρ β ϕ ϕ

= ρ β ϕ



жугл ж ц нал 1 1

жугл ж нал

sin ;

sin .ц

T L R

П L R g
 (6)

 Подставив выражения (6) в уравнение 
(1), получим выражения для подстановки 
в исходную систему дифференциальных 
уравнений (2):
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 (7)

Помимо вертикального перемещения 
центра масс перетекающей жидкости необхо-
димо учесть его горизонтальное смещение. 
Используя рассуждения, описанные выше, 
получим значения кинетической Тжгор и потен-
циальной Пжгор энергий горизонтального пе-
ремещения центра масса перетекающего 
жидкого груза:

22
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22
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ρ β ϕ  = β ϕ 
 

= ρ β ϕ β ϕ



ж ц нал
жгор нал
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sin
cos ;

sin cos .

L R
T R

П L R g R

 (8)

Подставив выражения (8) в уравнение 
(1), получим выражения для включения 
в исходную систему дифференциальных 
урав нений (2):

Рис. 3. Расчётная схема для определения энергетической добавки из-за колебаний жидкого груза при колебаниях галопирования 
(составлена авторами). 
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Таким образом, подставив выражения (4), 
(7) и (9), получим общую систему дифферен-
циальных уравнений колебаний оболочки 
котла цистерны с учётом динамики жидкого 
груза (10).
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Решение
Полученная система дифференциальных 

уравнений (10) решалась численным методом 
Рунге–Кутта в программной среде Mathcad [16]. 
В качестве неровностей задавалась аппроксими-
рующая функция неровности пути, предложен-
ная в литературе [4]:

( ) 1 2
3   π π

η = +      
   р р

sin sin .
v v

t b t b t
L L

В результате численного интегрирования 
системы дифференциальных уравнений были 
получены значения сил на опорах котла цистер-
ны.

На рис. 4 приведён пример графика, постро-
енного для случая движения вагона со скоростью 
20 км/ч и степенью заполнения 80 %. На графи-
ке видно, что при установившихся режимах 
движения амплитуда сил с учётом движения 
жидкого груза увеличилась примерно на 60 %, 
а также увеличился период колебаний в три раза.

ОБСУЖДЕНИЕ
Некоторые результаты численной реализации 

предложенного подхода представлены на рис. 4 
и в табл. 1. Полученные результаты достаточно 
хорошо согласуются с результатами, полученны-
ми методом математического моделирования 
с применением программного комплекса «Уни-
версальный механизм» [12; 13]. Следует отме-

Таблица 1
Коэффициенты вертикальной динамики (расчёты авторов)

Скорость, 
км/ч

Уровень заполнения котла цистерны жидким грузом
95 % 80 % 70 % 50 %
kд1 kд2 kд1 kд2 kд1 kд2 kд1 kд2

20 0,003 0,004 0,006 0,004 0,012 0,004 0,022 0,004
40 0,014 0,017 0,01 0,017 0,015 0,017 0,017 0,016
60 0,041 0,045 0,033 0,041 0,033 0,046 0,029 0,042
80 0,124 0,132 0,1 0,124 0,087 0,126 0,079 0,131
100 0,26 0,287 0,217 0,279 0,22 0,27 0,197 0,264

kд1 – коэффициент вертикальной динамики с учётом колебаний жидкого груза; 
kд2 – коэффициент вертикальной динамики без учёта колебаний жидкого груза. 

Рис. 4. Пример графика изменения сил, воздействующих на опоры котла цистерны: чёрный график – изменения сил без учёта 
движения жидкого груза, красный (пунктир) – изменения сил на опорах котла цистерны с учётом движения жидкого груза 

(составленo авторами).
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тить, что при низких скоростях движения и, как 
следствие, низких частотах возмущающих воз-
действий, влияние жидкого груза оказывается 
максимальным. Это достаточно хорошо просле-
живается по результатам, представленным 
в табл. 1. В частности, при скорости 20 км/ч 
и степени заполнения 50 % заметно существен-
ное влияние жидкого груза.

Верификация полученных решений с ис-
пользованием различных исходных данных по-
казала удовлетворительную сходимость резуль-
татов с применением других подходов.

ВЫВОДЫ
В результате использования предложенного 

подхода была получена система дифференциаль-
ных уравнений. Система уравнений имеет нели-
нейный характер. Ввиду сложности получения 
аналитического решения данной системы был 
применён численный метод решения дифферен-
циальных уравнений Рунге–Кутта 4-го порядка.

Данный подход позволяет оценить влияние 
перевозимого жидкого груза в вагонах- 
цистернах, в частности, определить влияние 
уровня заполнения котла цистерны жидким 
грузом на динамические качества при различных 
параметрах котла цистерны и упругих элементов 
всего вагона.
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