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Режим трогания с места для наземного транспорт-
ного средства является наиболее тяжёлым. Это об-
условлено тем, что сила трения покоя значительно 
превосходит силу трения движения. Для поездов этот 
режим представляет настолько серьёзную проблему, 
что иногда приходится принимать специальные меры, 
такие как использование песка в зоне контакта бандажа 
колеса с  рельсом или вспомогательного локомотива. 
Эффективным способом трогания поезда с места явля-
ется выбор зазоров в сцепках. При этом вагоны приво-
дятся в движение последовательно, и инертная масса, 
а также сила трения покоя непосредственно в момент 
трогания минимальны.

Этот способ, однако, имеет два существенных недос
татка – малую фиксированную величину зазоров в сцепках, 
что ограничивает эффективность способа, и  ударный 
характер передачи импульса, что отрицательно сказы-
вается на состоянии конструктивных элементов поезда. 
Указанных недостатков можно избежать, если использо-
вать упруго деформируемые сцепки.

Целью работы является показать преимущество трогания 
поезда с упругими сцепками по сравнению с традиционным путём 
его математического описания и анализа. Трогание состава 
с упругими сцепками значительно легче, чем недеформируемого. 
При этом чем больше число вагонов, тем больше преимущество 
первого перед вторым. Смягчение режима трогания состава 
с места, по существу, обусловливается заменой одновременно-
го трогания секций на поочерёдное. Этот процесс актуален для 
инерционных сил. Применительно к силе трения покоя механизм 
будет подобным, то есть преодолевается не вся сила трения 
покоя одновременно, а поочерёдно преодолеваются её малые 
части. Для исключения продольных колебаний состава после 
достижения максимального растяжения сцепки следует механи-
чески блокировать возможность её гармонического сжатия 
с последующей выборкой упругой деформации, например, с ис-
пользованием демпфирующих устройств.

В качестве дополнительного положительного эффекта 
от использования упругих сцепок можно рассматривать 
исключение передачи ударных нагрузок на двигатели локо-
мотива.
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ВВЕДЕНИЕ

Сила трения покоя значительно превос-
ходит силу трения движения. Это приводит 
к тому, что режим трогания для наземного 
транспортного средства является наиболее 
тяжёлым [1–4]. Для поездов этот режим 
представляет настолько серьёзную пробле-
му, что иногда приходится принимать спе-
циальные меры, такие как использование 
песка в  зоне контакта бандажа колеса 
с рельсом или вспомогательного локомоти-
ва [5–7]. Эта проблема усугубляется в связи 
с устойчивой тенденцией повышения массы 
и длины поездов.

Эффективным способом трогания поезда 
является выбор зазоров в сцепках. При этом 
вагоны приводятся в движение поочерёдно, 
и инертная масса, а также сила трения покоя 
непосредственно в  момент трогания мини-
мальны [8; 9].

Этот способ, однако, имеет два существен-
ных недостатка – малую фиксированную 
величину зазоров в сцепках, что ограничива-
ет эффективность способа и ударный харак-
тер передачи импульса, что отрицательно 
сказывается на состоянии конструктивных 
элементов поезда.

Указанных недостатков можно избежать, 
если использовать упруго деформируемые 
сцепки [10].

В  литературе представлены результаты 
теоретических исследований элементов кон-
струкций, использующих гибкие и упругие 
компоненты [11–13].

В связи с этим представляет интерес ди-
намика всего поезда в  режиме трогания 
с места.

Целью работы является математическое 
описание «лёгкого» трогания поезда с упру-
гими сцепками.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Расчёт механической системы в  составе 

массивных локомотивов, вагонов и упругих 
сцепок является достаточно громоздким [14; 
15]. Для его минимизации принимаются сле-
дующие допущения: сила F, развиваемая 
локомотивом, – величина постоянная; массы 
локомотива и  вагонов равны между собой 
и составляют m.

Локомотив и один вагон
Уравнение сил, приложенных к локомоти-

ву, имеет вид:

2
1

1 22 ( )
d x

F m k x x
dt

= + − ,	  (1)

где 1 2,x x  – перемещение, соответственно, 
локомотива и вагона;

k – коэффициент упругости сцепки [16].
Силы, приложенные к вагону, удовлетво-

ряют уравнению:
2

2
1 220 ( ).

d x
m k x x

dt
= − −

Из последнего уравнения следует:
2

2
1 22

d xm
x x

k dt
= + . 	 (2)

Подстановка этого выражения в (1) даёт:
4 2 22

2 2 2
2 22 2 2

4 22
2 2

2 22 .

d x d x d xm
F m m kx kx

k dt dt dt

d x d xm
m

k dt dt

= + + + − =

= +
	 (3)

Тогда пусть:
2

2
2

d x
z

dt
= . 	 (4)

И тогда (3) запишется в виде:

22 k kF
z z

m m
′′ + = . 	 (5)

Характеристическое уравнение:
2 2 0k

r
m

+ = .

Его корни равны:

1 2 2,

k
r i

m
= ± .

Общее решение соответствующего одно-
родного уравнения:

1 1 22 2cos sin .
k k

z C t C t
m m

= +

Частное решение в  соответствии с  (5) 
имеет вид:

2z A= .
Подстановка его в (5) даёт:

22 k kF
A

m m
= , 2

F
A

m
= .

Общее решение уравнения (5) находится 
как:

1 2 1 22 2
2

cos sin
k k F

z z z C t C t
m m m

= + = + + .

В момент времени t = 0 сцепка не дефор-
мирована, следовательно, на вагон сила не 
действует и величина (4) равна нулю. Поэтому 
для t = 0 последнее выражение примет вид:

1 20 0 2 0 2 0
2

( ) cos sin
k k F

z C C
m m m

= = + + , 1 2
F

C
m

= − .

С учётом этого:

22 2
2 2

cos sin
F k k F

z t C t
m m m m

= − + + . 	 (6)
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В соответствии с (4):

2

2 3

2
2 2

2
2 2

sin

cos ,

F m k
v zdt t

m k m

m k F
C t t C

k m m

= = − −

− + +

∫

2 2

2
2 3 4

2
4

2
2 4

cos

sin .

F k
x v dt t

k m

m k F
C t t C t C

k m m

= = −

− + + +

∫
	 (7)

С учётом (2), (4), (6) и (7):

1

2

2
2

2 2
2 4

cos

sin cos

F k
x t

k m

m k F F k
C t t

k m k k m

= − +

+ + + −

2
2 3 42

2 4
sin

m k F
C t t C t C

k m m
− + + + ,

1
1 22 2 2 2

2
sin cos

dx F k k k m k
v t C t

dt k m m m k m
= = + −

2 32 2 2 2
4 2 2

sin cos
F k k k m k F

t C t t C
k m m m k m m

− − + + ,

1
1

2

2 2
2

2 2 2 2
4

cos

sin cos

dv F k k
a t

dt k m m

k m k F k k
C t t

m k m k m m

= = −

− − +

2 2 2
2 2

sin
k m k F

C t
m k m m

+ + ,

2

2
2 3 4

0 0 2 0
4

2 0 0 0
2 4

( ) cos

sin ,

F k
x

k m

m k F
C C C

k m m

= = −

− + + +

4 0
4
F

C
k

+ = , 4 4
F

C
k

= − ,

2 2 30 0
2

( )
m

v C C
k

= = − + ,

1 2 2 3

2 3

0 0 2 2
2

2
2

( )

,

k m k m
v C C C

m k m k

k m
C C

m k

= = − + =

= +

2 3

2 3

0
2

0
2

m
C C

k

m
C C

k


− + =



 + =

, 2 30 0,C C= = .

Окончательное решение:
2

1
2

4 4 4
cos

F k F F
x t t

k m m k
= − + + ,

2
2

2
4 4 4

cos
F k F F

x t t
k m m k

= + − ,

1
2

22 2
sin

F k F
v t t

m mkm
= + ,

2
2

22 2
sin

F k F
v t t

m mkm
= − + ,

1
2

2 2
cos

F k F
a t

m m m
= + , 2

2
2 2

cos
F k F

a t
m m m

= − + .

Характерный отрезок времени 2τ  (индекс 
«2» означает количество составных частей 
поезда) для рассматриваемого случая опреде-
ляется из условия максимального растяжения 
упругой сцепки. При этом:

1 2 0
2

( )
F

a
m

τ − =  или 2
2 0

2
cos

F k

m m
τ = ,

22
2

k

m

π
τ = , 2 2 2

m

k

π
τ = .

За время 2τ  локомотив пройдёт расстояние

( )
2 2

1 2
2

4 2 2 4 4 2 4 32 4
cos

F k m F m F F F
x

k m k m k k k k

π π π
τ = − + + = +

и разовьёт скорость

( )1 2
2

2 2 2 2 22 2

2 2 4 2

sin

.

F k m F m
v

m k m kkm

F F

km km

π π
τ = + =

π
= +

Уместно сравнить эти показатели с соот-
ветствующими величинами для недеформи-
руемого состава:

2
F

a
m

= , 2
F

v t
m

= , 2

4
F

x t
m

= ;

( )
2 2

2 4 4 2 32
F m F

x
m k k

π π
τ = = , ( )2 2 2 2 4 2

;
F m F

v
m k km

π π
τ = =

( )
( )

2
1 2

2 2
2

32 4 321 1 81
32 4

( ) ( )
,

( )

x F k F k

x F k

τ π +
= = + ≈

τ π π
;

( )
( )

1 2

2

2 2 4 2 21 1 64
4 2

( ) ( )
,

( )

v F km F km

v F km

τ + π
= = + ≈

τ ππ
.

Отношение для кинетических энергий 
локомотива [17] составляет:

( )
( )

1 2

2

2 69,
E

E

τ
=

τ
.

Полученные соотношения наглядно де-
монстрируют, что трогание состава с упруги-
ми сцепками значительно легче, чем недефор-
мируемого.

Локомотив и два вагона
Уравнения сил, приложенных, соответ-

ственно, к локомотиву и вагонам, имеют вид:
2

1
1 22 ( )

d x
F m k x x

dt
= + − ; 	 (8)

2
2

1 2 2 32( ) ( )
d x

k x x m k x x
dt

− = + − ;	 (9)
2

3
2 3 2( )

d x
k x x m

dt
− = .

Из последнего уравнения следует:
2

3
2 32

d xm
x x

k dt
= + . 	 (10)

Производная этого выражения равна:
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4 22

3 32
2 4 2

d x d xd x m

dt k dt dt
= + .

Подстановка последних двух выражений 
в (9) даёт:

2
2

1 2 32

4 2 22
3 3 3

3 32 4 2 2

2

2 2

d xm
x x x

k dt

d x d x d xm m m
x x

k dt k dt k dt

= + − =

+ + + − =

4 22
3 3

32 4 23d x d xm m
x

k dt k dt
= + + . 	 (11)

Производная этого выражения равна:
6 4 22 2

3 3 31
2 2 6 4 23d x d x d xd x m m

dt k dt k dt dt
= + + .

Подстановка полученных выражений в (8) 
даёт:

6 4 23 2
3 3 3

3 6 2 4 2

4 2 22
3 3 3

3 32 4 2 2

3

3

d x d x d xF m m m

k k dt k dt k dt

d x d x d xm m m
x x

k dt k dt k dt

= + + +

+ + + − − =

6 4 23 2
3 3 3

3 6 2 4 24 3d x d x d xm m m

k dt k dt k dt
= + + ,

6 4 22 2
3 3 3

6 4 2 2 34 3d x d x d xk k k F

dt m dt m dt m
+ + = .	  (12)

Пусть:
2

3
2

d x
z

dt
= . 	 (13)

Тогда (12) запишется в виде:
2 2

2 34 3k k k F
z z z

m m m
′′′′ ′′+ + = . 	 (14)

Характеристическое уравнение:
2

4 2
24 3 0k k

r r
m m

+ + = ,

2
1 2 2,

k k
r

m m
= − ± = , 2

1 3 k
r

m
= − , 2

2
k

r
m

= − , 1 2 3,

k
r i

m
= ± , 

3 4,
k

r i
m

= ± .

Общее решение соответствующего одно-
родного уравнения:

1 1 2

3 4

3 3cos sin

cos sin .

k k
z C t C t

m m

k k
C t C t

m m

= + +

+ +

Частное решение имеет вид:
2z A= .

Подстановка его в (14) даёт:
2 2

2 33 k k F
A

m m
= , 3

F
A

m
= .

Общее решение находится, как:

1 2 1 2

3 4

3 3

3

cos sin

cos sin .

k k
z z z C t C t

m m

k k F
C t C t

m m m

= + = + +

+ + +
	 (15)

В соответствии с  (13):

3 1 2
3 3

3 3
sin cos

m k m k
v zdt C t C t

k m k m
= = − +∫

3 4 53
sin cos

m k m k F
C t C t t C

k m k m m
+ − + + ; 	 (16)

3 3 1 2
3 3

3 3
cos sin

m k m k
x v dt C t C t

k m k m
= = − − −∫

2
3 4 5 66

cos sin
m k m k F

C t C t t C t C
k m k m m

− − + + + . 	(17)

С учётом (10), (13), (15) и (17):

2 1 2

3 4

3 3

3

cos sin

cos sin

m k m k
x C t C t

k m k m

m k m k m F
C t C t

k m k m k m

= + +

+ + + −

1 2 3
3 3

3 3
cos sin cos

m k m k m k
C t C t C t

k m k m k m
− − − −

2
4 5 66

sin
m k F

C t t C t C
k m m

− + + + =

1 2

2
5 6

2 3 2 3
3 3

3 6

cos sin

;

m k m k
C t C t

k m k m

F F
t C t C

k m

= + +

+ + + +
	  (18)

2
2 1

2 5

2 3 3
3

2 3 3
3 3

sin

cos

dx m k k
v C t

dt k m m

m k k F
C t t C

k m m m

= = − +

+ + + =

1 2 5
2 3 3 2 3 3
3 3 3

sin cos
m k m k F

C t C t t C
k m k m m

= − + + + ; 	

2
2 1 2

3 32 2
3

cos sin
dv k k F

a C t C t
dt m m m

= = − − + . 	 (20)

С учётом (11), (17), (18) и (20):

1 1 2
3 32 2

3
cos sin

m k m k F m
x C t C t

k m k m m k
= − − + +

1 2

2
5 6

2 3 2 32 2
3 3

2 2 2 2
3 6

cos sin
m k m k

C t C t
k m k m

F F
t C t C

k m

+ + +

+ + + + +

1 2 3
3 3

3 3
cos sin cos

m k m k m k
C t C t C t

k m k m k m
+ + + +

2
4 5 66

sin
m k F

C t t C t C
k m m

+ − − − =

1 2 3
3 3

3 3
cos sin cos

m k m k m k
C t C t C t

k m k m k m
= − − + +

2
4 5 66

sin
m k F F

C t t C t C
k m k m

+ + + + + ;

1
1 1

2 3

3
3
3

3

sin

cos sin

dx m k
v C t

dt k m

m k m k
C t C t

k m k m

= = −

− − +

4 53
cos

m k F
C t t C

k m m
+ + + ;	  (21)

(19)
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1 1 3
3

3
cos cos

k k F
a C t C t

m m m
= − + .

В соответствии с (20):

2 10 2 0
3

( )
F

a C
m

= − + = , 1 6
F

C
m

= .

В соответствии с (15):

30 0
6 3

( )
F F

z C
m m

= = + + , 3 2
F

C
m

= − .

В соответствии с (18):

2 1 6
20 0
3 3

( )
m F

x C C
k k

= + + = ,

6 0
9 3
F F

C
k k

+ + = , 6
4
9
F

C
k

= − .

В соответствии с (16), (19), (21):

1 2 4 50 0
3

( )
m m

v C C C
k k

= − + + = ;

3 2 4 50 0
3

( )
m m

v C C C
k k

= − − + = , 4 0C = ;

2 2 5
2 30 0
3

( )
m

v C C
k

= + = , 2 0C = , 5 0C = .

Окончательное решение:
2

1
3 5

18 2 6 9
cos cos

F k F k F F
x t t t

k m k m m k
= − − + + ;

2
2

3
9 6 9

cos
F k F F

x t t
k m m k

= + − ;

2
3

3 4
18 2 6 9

cos cos
F k F k F F

x t t t
k m k m m k

= − + + − ;

1
3

36 3 2
sin sin

F k F k F
v t t t

m m mkm km
= + + ;

2
3

33 3
sin

F k F
v t t

m mkm
= − + ;

3
3

36 3 2
sin sin

F k F k F
v t t t

m m mkm km
= − + ;

1
3

6 2 3
cos cos

F k F k F
a t t

m m m m m
= + + ;

2
3

3 3
cos

F k F
a t

m m m
= − + ;

3
3

6 2 3
cos cos

F k F k F
a t t

m m m m m
= − + .

Характерный отрезок времени 3τ  для 
рассматриваемого случая определяется из 
условия максимального растяжения упругой 
сцепки.

При этом:

1 3 0
3

( )
F

a
m

τ − =  или 3 3
3 0

6 2
cos cos

F k F k

m m m m
τ + τ = ;

3 3
1 3 0
3

cos cos
k k

m m
τ + τ = .

Решение последнего уравнения имеет вид:

3 0 427,
k

m
τ = π , 3 0 427,

m

k
τ = π .

За время 3τ  локомотив пройдёт расстояние:

1 3
3 0 427

18

0 427
2

•( ) cos ,

os ,•c

F k m
x

k m k

F k m

k m k

τ = − π −

− π +

2
50 427

6 9
,

F m F

m k k

 
+ π + =  

 

( )2

1 3 0 427
18
1 1 50 427 0 427
2 6 9

cos ,

co , ,

•

s

F

k

 − π − 
= = 

 − π + π +  

( )2

1 13 0 427 0 427
18 2
1 50 427
6 9

cos , cos ,
0,78

,

•
F F

k k

 − π − π + 
= = 

 + π +  

и разовьёт скорость:

1 3
3 0 427

6 3

0 427 0 427
32

•

•

( ) sin ,

n ,•si ,

F k m
v

m kkm

F k m F m

m k m kkm

τ = π +

+ π + π =

1 3 0 427
6 3

1 10 427 0 427
2 3

sin ,
.

sin , ,

•
F F

km km

 π + 
 = =
 

+ π + π 
 

Уместно сравнить эти показатели с соот-
ветствующими величинами для недеформи-
руемого состава:

3
F

a
m

= ; 3
F

v t
m

= ; 2

6
F

x t
m

= ;
2

3 0 427 0 3
6

( ) , ,
F m F

x
m k k

 
τ = π =  

 
;

3 0 427 0 45
3

( ) ,• ,
F m F

v
m k mk

τ = π = ;

( )
( )

1 3

3

2 6,
x

x

τ
=

τ
;

( )
( )

1 3

3

2 22,
v

v

τ
=

τ
.

Отношение для кинетических энергий 
локомотива составляет:

( )
( )

1 3

3

4 93,
E

E

τ
=

τ
.

Таблица 1
Количество
секций 
поезда

( )
( )

1x

x

τ
τ

( )
( )

1v

v

τ
τ

( )
( )

1E

E

τ
τ

2 1,81 1,64 2,69
3 2,6 2,22 4,93
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ВЫВОДЫ

Применение упруго деформируемых сцепок 
решает проблему трогания тяжёлого поезда.

В табл. 1 сведены перемещения, скорости 
и кинетические энергии локомотива для момен-
тов максимального растяжения упругой сцепки, 
отнесённые к соответствующим параметрам 
недеформируемого состава.

Полученные соотношения наглядно демон-
стрируют, что трогание состава с упругими 
сцепками значительно легче, чем недеформируе-
мого. При этом чем больше число вагонов, тем 
больше преимущество первого перед вторым.

Смягчение режима трогания состава, по су-
ществу, обусловливается заменой одновремен-
ного трогания секций на поочерёдное. Выше этот 
процесс описан для инерционных сил. Приме-
нительно к силе трения покоя механизм будет 
подобным, то есть преодолевается не вся сила 
трения покоя одновременно, а поочерёдно пре-
одолеваются её малые части.

Полученные выражения для перемещений, 
скоростей и ускорений локомотива и вагонов 
имеют гармонические составляющие. Для ис-
ключения продольных колебаний состава после 
достижения максимального растяжения сцепки 
следует механически блокировать возможность 
её гармонического сжатия с последующей вы-
боркой упругой деформации, например, с ис-
пользованием демпфирующих устройств.
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