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ЦОД	в	неустановившемся	
режиме	работы	

ВОПРОСЫ ТЕОРИИУДК 681.327.8:519.82 
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Центр обработки данных (ЦОД), 
работающий в составе сложной 
системы – корпоративной сети, 

при предположении о том, что случайные 
потоки запросов имеют экспоненциаль‑
ное распределение между моментами 
поступления запросов, а также при экспо‑
ненциальном распределении времени их 
обработки можно представить как авто‑
номно функционирующую систему мас‑
сового обслуживания (СМО) типа 
M/M/1/∞.

Условное M/M/1/∞ означает пуассо‑
новский входной поток, экспоненциаль‑
ное распределение времени обслужива‑
ния, одно обслуживающее устройство, 
причем сама система – разомкнутая. 
Тогда смену состояний СМО есть основа‑
ние представить графом, изображенном 
на рис. 1 (S

i
, i=0,1,2,3, … – состояние 

СМО, при котором в системе находится i 
запросов).

На рис. 1 символом λ обозначена ин‑
тенсивность потока событий – моментов 
поступления запросов на обработку, в ко‑
тором длительности интервалов между 
моментами наступления событий имеют 
экспоненциальное распределение с плот‑
ностью распределения вероятностей:
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Рис. 1. Граф состояний СМО M/M/1/∞.

f x e x( ) = −λ λ ,  (1)

где λ – параметр распределения потока. 
Средний интервал входного потока – 1/λ.

Символ µ обозначает интенсивность 
распределения времени обслуживания. 
Интенсивность имеет плотность распреде‑
ления вероятностей:

f x e x( ) = −µ µ ,  (2)

где µ – параметр распределения (интенсив‑
ность обслуживания). Среднее время об‑
служивания – 1/µ

i
.

В неустановившемся (нестационарном) 
режиме работы система массового обслу‑
живания описывается системой дифферен‑
циальных уравнений Колмогорова [1, 2]:
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Здесь p
i
 (t) – вероятность нахождения 

СМО в состоянии S
i
 в момент времени t.

При t →∞  левые части уравнений Кол‑

могорова стремятся к 0; другими словами, 
в установившемся (стационарном) режиме 
работы, когда λ/µ<1, система дифферен‑
циальных уравнений превращается в сис‑
тему алгебраических уравнений:

0 = – λp
0 
+ µp

1
;

0 = – λp
i 
– µp

i 
+ µp

i+1 
+ λp

i+1
, i=1,2,3…  (4)

Здесь p
i
 – стационарная вероятность нахо‑

ждения СМО в состоянии S
i
.

Существует [1] решение системы урав‑
нений (4):

p
0
 = (1 – λ/µ);

p
i
 = p

0
 (λ/µ) i, i>0. (5)

При решении системы дифференциаль‑
ных уравнений (3) вероятности p

i
 (t) при 

t →∞ должны стремиться к  p
i
, i = 0,1,2,3,…, 

что может служить проверкой правильно‑
сти полученного результата.

Время, за которое производные от ве‑
роятностей состояний становятся рав‑
ными 0, есть время, в течение которого 
ЦОД работает в неустановившемся ре‑
жиме. Поэтому, решив систему уравне‑
ний (1) и построив графики изменения 
вероятностей состояний как функции 
времени, мы ответим на вопрос, на‑
сколько долго после включения ЦОД 
устанавливается стационарный режим.

Систему уравнений (3) можно решить 
численно, применив один из известных 
методов для систем дифференциальных 
уравнений. Наиболее зарекомендовав‑
шим себя является метод Рунге–Кутта 
4‑го порядка [3, 4]. Выполним расчет для 
значений средних времен – времени 
интервалов во входном потоке и времени 
обслуживания, взятых из реальных из‑
мерений в корпоративной сети ОАО 
«РЖД». Примем 1/λ = 0,504 с, 1/µ = 
0,03705 с. Результаты решения системы 
дифференциальных уравнений Колмо‑
горова для указанных значений λ и µ 
приведены на рис. 2 (указаны только 
функции p

0
 (t) и p

1
 (t) – ради экономии 

площади). Вероятность отсутствия за‑
просов в системе p

0
 для установившегося 

режима работы вычисляется по формуле, 
взятой из [1]:

p
0
 = 1 – λ/µ.  (6)

Для принятых значений λ и µ вероят‑
ность равна 0,9264881. Как следует 
из рис. 2, кривая p

0
 (t) при увеличении 

значения времени стремится к данному 
значению.

На рис. 3 приведены значения среднего 
числа запросов в системе. Средняя числен‑
ность запросов в ЦОД n t( )  вычислялась 
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Рис. 2. Вероятности p0 (t) и p1 (t) как функции времени.

Рис. 3. Средняя численность запросов в системе как функция времени.

по формуле для среднего дискретной слу‑
чайной величины:

n t ip ti
i

( ) ( )=
=

∞

∑
1

.  (7)

В установившемся (стационарном) ре‑
жиме работы средняя численность запро‑
сов в системе вычисляется по формуле 
из [1]:

n =
−

= =
λ µ
λ µ
/

/1

0,03705

0,96295
0,0385 .  (8)

На рис. 3 прямая, параллельная оси t, 
представляет установившееся значение 
средней численности запросов в системе, 
равное 0,0385, к которому асимптотически 
стремится функция времени n t( ) .

Результаты, приведенные на рис. 2 и 3, 
показывают, что переходный процесс 
в ЦОД практически завершается уже после 
1,5 секунды после начала интегрирования 
(включения ЦОД).

ВЫВОДЫ	
Выполняя численное интегрирование 

уравнений (3) при различных начальных 
условиях, параметрах входного потока и 
времени обслуживания, можно получать 
оценки длительности достижения ЦОД 
установившегося режима работы и сред‑
них значений запросов в системе. Это 
позволит рассчитывать необходимые па‑
раметры устройств для хранения запросов, 
ждущих или находящихся в процессе об‑
работки.
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