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Абсолютный первый 
центральный момент 

случайных величин 

Пусть взята некоторая случайная 
величина Х (неважно какая, непре-
рывная или дискретная), напри-

мер, зарплата рабочего . Математическое 
ожидание МХ (берём только величины 
с конечным значением МХ) характеризует 
среднее значение случайной величины . 
При оценке отклонения случайной вели-
чины от среднего значения в обширной 
литературе по теории вероятностей [см ., 
в част ., 1–3] рассматривают дисперсию 
случайной величины Д(Х) = М(Х–МХ)2, 
затем вводят понятие среднеквадратично-

го отклонения ( ) ( )Х Д Хσ =  и говорят, что 

σ(Х) и есть отклонение случайной величи-
ны от математического ожидания . Что 
именно характеризует полученное откло-
нение, не очень понятно, попробуем разо-
браться .

ТРИ ЗОНЫ ЗНАЧЕНИЯ
Пусть заработная плата имеет закон 

распределения, показанный в таблице 1 .
Средняя заработанная плата 

1 1 1
МХ 10 30 90

5 5 5
1 1

150 170 90 .
5 5

= + + +

+ + =
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Дисперсия 

( ) 2 2 2 21 1 1 1
80 60 60 80 4000,öö

5 5 5 5
Д Х = + + + =   

а σ(Х) = √3560 = 63,25 .
Теперь вычислим истинное среднее 

отклонение случайной величины от мате-
матического ожидания, т . е . найдем абсо-
лютный первый центральный момент для 
Х (обозначать его будем ∆(Х)):

( )Х М

1 1 1 1
80 60 60 80 56 .

5 5 5 5

Х МХ∆ = − =

= + + + =   

Как видно,расхождение между σ(Х) 
и ∆(Х) большое –  7,25 (тыс . руб .) . Возьмем 
случайные величины, у которых ∆(Х) –  ко-
нечное число (если ∆(Х) = 0, тогда случай-
ная величина Х –  константа), при этом 
σ(Х) может равняться ∞ (например, X 

принимает значения 1 .5

2n

n
±  с вероятностью 

1

1

2n+ , n = 1; 2;…; …n) .

Рассмотрим для произвольной случай-
ной величины три зоны её значений 
(рис . 1) .

Низшая зона Н: х < МХ–∆(Х) .
Средняя зона С: [МХ–∆(Х); МХ+∆(Х)] .
Высшая зона В: х > МХ+∆(Х) .

Соответственно имеем зону низких 
заработков при уровне меньше 34, зону 
среднего заработка с 34 до 146 и зону выс-
ших заработков при уровне выше 146 . За-
работок в размере 30 попадает в низшую 
зону, однако если ориентироваться по 
среднеквадратичному отклонению σ(Х), то 
заработок попадает в среднюю зону . Воз-
можно, что случайная величина принима-
ет  только два  значения МХ–∆ (Х) 
и МХ+∆(Х), тогда легко допустить, что 
вероятности принятия этих значений = 1/2 .

В то же время, когда случайная величи-
на принимает более двух значений, внут-
ренность средней зоны всегда не пуста . 
Зона Н может быть пуста, тогда зона В не 
пуста (и это означает, что в наличии только 
средние и высшие заработки, то есть, хо-
рошие, которые благоприятны для об-
щества) . И здесь МХ = 16; ∆(Х) = 8 . Пример 
такого распределения дает таблица 2 .

Если, наоборот, зона В –  пуста, тогда 
зона Н –  не пуста (это означает, что есть 
только средние и низкие заработки, и речь 
уже о плохом состоянии общества) . В таб-
лице 3 представлен пример такого распре-
деления, где МХ = 30; ∆(Х) = 8 .

 Из общей теории следует, что и для 
дискретных, и для непрерывных случайных 
величин σ(Х) ≥ ∆(Х), однако для распро-

Рис. 1. Зоны значений произвольной случайной величины.

Таблица 1
Х (тысяч руб .) 10 30 90 150 170

P 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

Таблица 2
Х(тысяч руб .) 10 22 34

Р 4/6 1/6 1/6

Таблица 3
Х (тысяч руб .) 12 24 36

Р 1/6 1/6 4/6

Таблица 4
Х 1 2 3 … n …

Р р рq pq2 … pqn-1 …

• МИР ТРАНСПОРТА, том 15, № 3, С. 16–29 (2017)

Гусев А. И. Абсолютный первый центральный момент случайных величин



18
Таблица 5

1
Х

р
−

1
1

р
−

1
2ö

р
−

1
3ö ö

р
−

… 1
nö

р
−

…

Р р рq pq2 … pqn‑1 …

Таблица 6

1
Х

р
−

1
1

р
−

 1
2

р
−

…  1
n

р
−

 1
( 1)n

р
− + 1

(n 2)ö ö
р

+ −
…

Р р рq … pqn-1 pqn pqn+1 …

Таблица 7
Значения σ(Х), ∆(Х) и σ(Х) – ∆(Х) для геометрического закона распределения 

Таблица 8
Х 0 1 2 … n …

Р е λ− е λλ − 2

2!

е λλ − …

!

nе

n

λλ − …
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страненных случайных величин желатель-
но знать зависимость их в виде σ(Х) = 
К∆(Х) (т . е . явное значение коэффициента 
К) . Биномиальный, пуассоновский и гео-
метрический законы распределения широ-
ко используются в различных областях, 
поэтому целесообразно найти для них аб-
солютный первый центральный момент 
∆(Х) .

ВАРИАНТ ДЛЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО 
ЗАКОНА

Геометрический закон распределения 
(таблица 4) имеет числовые характеристи-

ки: 
1

МХ
р

= ; 2
Д(Х)

q

р
= ; 

q
(X) =

р
σ  .

Теорема 1 . Пусть 
1

1,n n
p

≤ < +  тогда 

∆(Х) = 2nqn, n = 1; 2;… Доказательство 

проведем по индукции по n . При 
1

1 2
p

≤ <  

имеем вариант таблицы 5 .
1

1
р
−  представим в виде

1 1 1
1 1 2 1 ,

р р р

 
− = − + − 

 
 тогда

1 1 1 1
ö 2 1 2 2 2М Х р р q

р р р р

 
− = − + − = − = 

 
 

удовлетворяет доказываемой формуле .

Пусть при 
1

1n n
p

≤ < +  имеем ∆(Х) = 

2nqn (см . таблицу 6), докажем, что при 

( ) 11
1 2 ( ) 2 1  .nn n X n q

p
++ ≤ < + ∆ = +

( )1
n 1 ö

р
− +  представим в виде

( ) ( )1 1
ö n 1 ö 2 n 1 ,

р р

 
+ − + − + 

 
 тогда

( )

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

n n

n n n

n n

n n 1

1 1
2n ö 2 ö– ö n 1 p

2n ö 2 ö 2 n 1 p ö ö

=2 n 1 ö ö2 n 1 p ö

2 n 1 1 2 n 1 ,p ö

М Х q q
р р

q q q

q q

q q +

 
− = + + = 

 
= + − + =

+ − + =

= + − = +

что и требовалось доказать .
Замечание . Легко проверить, что в тео-

реме можно заменить 
1

1ön n
p

≤ < +  на 

1
1n n

p
≤ ≤ + , т . е . ∆(Х) –  непрерывная функ-

ция от р .
Для сравнения σ(Х) и ∆(Х) в варианте 

геометрического закона распределения 
составлена таблица 7 .

ВАРИАНТ ДЛЯ ЗАКОНА 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПУАССОНА

Рассмотрим закон распределения Пу-
ассона (таблица 8) .

Случайная величина, распределенная 
по закону Пуассона, имеет числовые ха-
рактеристики: MX = λ; Д(Х) = λ; σ(X) = √λ .

Теорема 2 . Пусть n ≤ λ < n + 1, тогда 

( )
12

Х ö,ön 0; 1; 2;  .
!

n е

n

λλ + −

∆ = = …  Доказатель-

ство проведем по индукции по n . При 
0 ≤ λ < 1 имеем вариант таблицы 9 .

λ представим в виде λ = (0–λ)+2λ, тог-
да M|X–λ |  = λ–λ+2λe –λ = 2λe –λ = 
λ–λ+2λe–λ –  что удовлетворяет доказыва-
емой формуле .

Пусть при n ≤ λ < n +1 имеем 

( )
12

Х ö ö
!

n е

n

λλ + −

∆ =  

Таблица 9

Х λ− λ 1 λ− 2 λ− … n λ− …

Р е λ− е λλ − 2

2!

е λλ − …

!

nе

n

λλ − …

Таблица 10

Х λ− λ 1λ − … nλ − ( 1)nλ − + (n 2)ö öλ+ − …

Р е λ− е λλ −  

!

nе

n

λλ −  1

( 1)!

n е

n

λλ + −

+

 2

( 2)!

n е

n

λλ + −

+

…
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Таблица 11

Значения σ(Х), ∆(Х) и σ(Х) –∆(Х) для закона распределения Пуассона

Таблица 12
Х 0 1 … k … n

Р nq 1nnpq − …
ö

k k n k
nC p q − … np

Таблица 13

Х np− np 1-np … k-np … n-np

Р nq 1nnpq − …
ö

k k n k
nC p q − … np

Таблица 14

Х np− np np-1 … np-k k+1-np … n-np

Р nq 1nnpq − …
ö

k k n k
nC p q − 1 1 1

ö
k k n k
nC p q+ + − − … np
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(см . таблицу 10), докажем, что при 
22

n 1 n 2 (X)
( 1)!

n е

n

λλλ
+ −

+ ≤ < + ∆ =
+

 .

λ–(n+1) представим в виде (n+1)–
λ+2(λ–(n+1)), тогда

 

( )( )

( )

1

1 2

2
М ö 2 ö– ö n 1

!

2
ö ,ö

1 ! ( 1)!

n

n n

е
Х

n

е е

n n

λ

λ λ

λλ λ

λ λ

+ −

+ − + −

− = + +

=
+ +





 

 что и требовалось доказать .
Замечание . Легко проверить, что в тео-

реме можно заменить n ≤ λ < n+1 на n ≤ λ ≤ 
n+1, т . е . ∆(X) –  непрерывная функция от λ .

Для сравнения σ(Х) и ∆(Х) в варианте 
распределения Пуассона составлена таб-
лица 11 .

ВАРИАНТ ДЛЯ БИНОМИАЛЬНОГО 
ЗАКОНА

Рассмотрим биномиальный закон рас-
пределения (таблица 12) .

Случайная величина, распределённая 
по биномиальный закону, имеет числовые 
характеристики: МХ = np; Д(Х) = npq; 

(X) npqσ =  .

Теорема 3 . Пусть k–1 ≤ np ≤ k, k = 1; 2; 
…n, тогда 1

ö(X) 2k k k n k
nC p q − +∆ =  . Доказатель-

ство проведем по индукции по k . При k = 1, 
т . е . 0 ≤ np ≤ 1, имеем вариант таблицы 13 .

Здесь np представим в виде 0–np+2np, 
тогда M|X–np| = np–np + 2npqn = 2npqn –  
что удовлетворяет доказываемой формуле .

Пусть при k-1 ≤ np ≤ k имеем
 ( ) 1

öХ 2k k k n k
nC p q − +∆ =  (см . таблицу 14) . 

Таблица 15
Значения σ(Х), ∆(Х) и σ(Х) – ∆(Х) для биномиального закона распределения при n = 100
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Докажем, что при k ≤ np ≤ k+1
 1 1

ö(X) 2(k 1) k k n k
nC p q+ + −∆ = +  .

np–k представим в виде np–k = 
k–np+2(np–k), тогда имеем  

( )

( )
( )

1
ö

ö

ö ö

1 1
ö ö

1
ö

ö 1

1 1
ö

ö 2k

2 np k

2np 2k ( 1))

ö2n 2k

2(n k)

2(k 1)
1

2(k 1 ,)

k k n k
n

k k n k
n

k k n k k k n k
n n

k k n k k k n k
n n

k k n k
n

k
n k n k

k k n k
n

М Х np C p q

C p q

C p q C p q q

C p q C p q

C p q

C n k
p q

k

C p q

− +

−

− −

+ − + −

+ −

+ −

+ + −

− = +

− =

= + − =

= − =

= − =

−
= + =

+

= +

что и требовалось доказать .
Для сравнения σ(Х) и ∆(Х) в варианте 

биномиального закона распределения сос-
тавлены две таблицы: при n = 100 и при 
n = 1000 .

Ввиду симметрии ясно, что при симме-
тричных значениях р результаты будут 
одинаковы, например при р = 0,6 и р = 0,4 

(см . таблицу 15) . Поэтому таблица 16 сос-
тавлена до р = 0,5 .

ВАРИАНТ ДЛЯ КЛАССИЧЕСКИХ 
НЕПРЕРЫВНЫХ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН

В этом разделе находятся абсолютные 
первые центральные моменты для равно-
мерного, показательного и нормального 
законов распределения .

Равномерный закон распределения
Случайная величина Х, равномерно 

распределенная на отрезке [a, b], имеет 

плотность р(х), равную 
1

ö,ö
в а−

на отрезке 

[a, b], вне –  0 . При этом 

( ) ( ) ( )МХ Х Х
в аа в в а

2

,  D ,  
2 12 2 3

σ
−+ −

= = =  .

Вычислим ∆(Х) (результат, конечно, 

очевиден и равен ö
4

в а−
):

Таблица 16
Значения σ(Х), ∆(Х) и σ(Х) – ∆(Х) для биномиального закона распределения при n = 1000
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( ) ( )
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1
Х ( ) dx
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1
( ) dx
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1
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−

+
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−
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= − +

−

+
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−
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 −
 = −
 − + − +
 
 +
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  =
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 − + +
 − +
 

+

−

∫

∫

 –  a  
4 4

0,866 (X).

в а
в

σ

  −  = ≈
 
 

≈
Показательный закон распределения
Случайная величина Х, распределенная 

по показательному закону, имеет плотность 
р(х), равную λe–λx, при х ≥ 0 и нулевую 
плотность при х<0 .

( ) 2

1 1 1
МХ ö; öD Х ; (Х) öσ

λ λλ
= = =  .

Вычислим ∆(Х) (результат здесь, конеч-
но, не очевиден):

1

10

1 1

1 10 0

1 1

0 0 0

1 1

1

0
0 0

1 1
(X) ( )  dх х  dх

1
2  2  dх

2  2    dх

2
 0,736 (X).

х х

х х х х

х
х х

х х х

х e e

e dx х e dx х e dx e dx

e
e dx х e

e dx хe e

e

λ
λ λ

λ

λ λ
λ λ λ λ

λ λ

λλ λ
λ λ

λ λ
λ λ λλ

λ λ

λ λ

λ
λ λ

σ
λ

∞
− −

∞ ∞
− − − −

∞−
− −

− − −

 ∆ = − + − = 
 

= − + − =

= − + − =
−

 
 = + − = 
 
 

= ≈

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

1

10

1 1

1 10 0

1 1

0 0 0

1 1

1

0
0 0

1 1
(X) ( )  dх х  dх

1
2  2  dх

2  2    dх

2
 0,736 (X).

х х

х х х х

х
х х

х х х

х e e

e dx х e dx х e dx e dx

e
e dx х e

e dx хe e

e

λ
λ λ

λ

λ λ
λ λ λ λ

λ λ

λλ λ
λ λ

λ λ
λ λ λλ

λ λ
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Нормальный закон распределения
Случайная величина Х, распределенная 

по нормальному закону, имеет плотность
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Можно считать, что а = 0 (иначе возь-
мем случайную величину Х–а, которая 
имеет такой же ∆(Х)) .

Вычислим ∆(Х):
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье выведены аналитические фор-

мулы абсолютных первых центральных 
моментов для геометрического, биноми-
ального и пуассоновского законов распре-
деления . Это позволяет найти среднюю 
зону распределений, важную для расчетов 
в прикладных задачах . Работа может быть 
использована и в исследованиях по теории 
вероятностей.
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