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Решена задача прогнозирования 
эксплуатационных упругих свойств 

композитов на основе связующих 
с высоким содержанием эпоксидных 

групп (марка ЭПАФ и её модификация), 
хаотически армированных 
короткими полиимидными 

(или стеклянными) волокнами 
с антифрикционными дисперсными 
добавками политетрафторэтилена. 

Проведены численные модельные 
расчёты эффективных упругих 

характеристик (модуля Юнга 
и коэффициента Пуассона) указанных 

трибокомпозитов, учитывающие 
изменения концентраций их 

компонентов.
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Композиты на полимерной основе, 
состоящие из дискретных включений 
и окружающей их сплошной матрицы 

(связующего), находят широкое практиче-
ское применение в транспортном машино-
строении, например, в узлах трения и сопря-
жения. Армирование указанных материалов 
часто производится включениями неизоме-
тричной формы (волокна, диски и  т. п.), 
специальным образом ориентированными 
в пространстве композита. Поскольку тех-
нологии их создания довольно дорогостоя-
щи, возникает необходимость в разработке 
методов моделирования структуры, подбора 
компонентов и прогнозирования их влияния 
на эксплуатационные физико-механические 
свойства проектируемых материалов [1–4].

Для получения высокопрочных и тепло-
стойких полимерных трибокомпозитов наи
более перспективными связующими явля-
ются эпоксидные смолы с высоким содер-
жанием эпоксидных групп – ​от 28 до 54  % 
(это в 1,5–2,5 раза выше, чем у  наиболее 
часто применяемой в промышленности оте-
чественной смолы марки ЭД‑20 или ее аме-
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риканского аналога DER‑330) [5]. В этой 
статье приведены результаты исследований 
прочностных и теплофизических показате-
лей эпоксидных связующих на основе три-
глицидилпарааминофенола – ​смол марок 
ЭПАФ и ЭПАФ-м (смола ЭПАФ-м модифи-
цирована диглицидиловым эфиром DL-кам-
форной кислоты в  соотношении 60:40). 
Содержание эпоксидных групп у  ЭПАФ 
составляет 38 %, а у ЭПАФ-м – ​30 %. Также 
в  работе [5] показано, что отверждённые 
полимеры на основе исследованных смол 
достигают максимальных значений физико-
механических показателей для описанных 
в литературе эпоксидных материалов подоб-
ного класса.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ

В данной работе ставится задача прогно-
зирования эксплуатационных упругих свойств 
трибокомпозитов при наличии в них эпок-
сидных смол с высоким содержанием эпок-
сидных групп с антифрикционными дисперс-
ными добавками и хаотически распределен-
ными в пространстве материала рублеными 
короткими волокнами. В основе решения 
указанной задачи лежит вычисление их эф-
фективных (эксплуатационных) упругих 
свойств [2, 4, 6]. Эти свойства определяются 
с помощью тензора четвертого ранга c* («*» 
здесь и далее указывает на то, что рассматри-
ваются эффективные характеристики компо-
зитов), связывающего средние значения на-
пряжений 〈s

ij
(r)〉 и деформаций 〈e

kl
(r)〉 в мате-

риале:
〈s

ij
(r)〉 = (c*)

ijkl
 〈e

kl
(r)〉, i, j, k, l = 1, 2, 3,	  (1)

где r  – ​радиус-вектор случайной точки 
среды, угловые скобки здесь и далее опре-
деляют процедуру усреднения. Отметим, 
что для многокомпонентного композита 
в случае выполнения условия эргодичности 
можно использовать усреднение по объёму 
(для каждого его компонента) [6]. Тогда 
операция усреднения по всему объёму ма-
териала для некоторой случайной величи-
ны a(r) сводится к суммированию:
〈sa(r)〉 = S

s
V

s
 〈a

s
(r)〉,	 (2)

где V
s
 – ​объёмная концентрация компонен-

та s-го типа, а a
s
(r) – ​соответствующая ука-

занному компоненту случайная величина,
S
s
V

s
 = 1.

Для проведения корректного анализа 
эффективных упругих свойств композитов, 

позволяющего учитывать взаимодействие 
элементов неоднородности, состав, форму, 
ориентацию и концентрацию компонентов, 
необходимо решать уравнения равновесия 
упругой неоднородной среды. Однако в об-
щем случае получить соотношение для чис
ленных расчётов тензора эффективных мо-
дулей упругости c* не удается. Поэтому для 
его вычисления используются различные 
приближения. Одним из таких приближе-
ний, учитывающих перечисленные выше 
факторы, является обобщенное сингулярное 
приближение теории случайных полей [6]. 
В его рамках используется только сингуляр-
ная составляющая тензора Грина уравнений 
равновесия, зависящая лишь от дельта-функ-
ции Дирака, а также вводится однородное 
тело сравнения, материальные константы 
которого входят в окончательное выражение 
для вычисления c*. Физический смысл обоб
щенного сингулярного приближения заклю-
чается в предположении однородности полей 
напряжений и деформаций в пределах эле-
мента неоднородности. В этом случае выра-
жение для c* в  (1) имеет следующий вид 
(индексы опущены) [6]:
c* = 〈c(r)(I – ​g(r)c″(r)) –1〉•
•〈(I – ​g(r)c″(r)) –1〉‑1, 	 (3)
где I – ​единичный тензор четвертого ранга; 
c(r) – ​тензор модулей упругости; двумя штри-
хами обозначена разность c″(r) = c(r) – ​cc 
между соответствующими параметрами не-
однородной среды и однородного тела срав-
нения (характеристики тела сравнения 
обозначаются далее верхним индексом «с»); 
g(r) – ​интеграл от сингулярной составляю-
щей второй производной тензора Грина 
уравнений равновесия, являющийся тензо-
ром четвертого ранга. Для вычисления ком-
понент g

ijkl
 тензора g(r) необходимо вначале 

осуществить расчёты компонент a
iklj

 тензора 
четвертого ранга A, а затем в a

iklj
 по двум па-

рам индексов (i, j и k, l) провести операцию 
симметризации [6]. Компоненты a

iklj
 тензора 

A вычисляются с помощью следующего со-
отношения:

11
( )

4iklj k j ila n n t d
π

−= − W∫ , 	 (4)

где dW = sinqdqdj – ​элемент телесного угла 
в сферической системе координат, (t –1)

 il
 – ​

элементы матрицы, обратной матрице T 
с элементами t

il
 = (cc)

iklj
 n

k
 n

j
, а n

k
 и n

j
 (k, j = 1, 

2, 3) – ​компоненты вектора внешней норма-
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ли к поверхности включения. Для эллипсо-
идальных включений с главными полуосями 
l
1
, l

2
 и l

3
 компоненты вектора нормали опре-

деляются соотношениями
n

1
 = (l

1
) –1 sinq cosj, n

2
 = (l

2
) –1 sinq sinj, 

n
3
 = (l

3
) –1 cosq.

Соотношение (3) может быть использо-
вано для расчёта эффективных характери-
стик статистически однородных матричных 
композитов с включениями эллипсоидаль-
ной формы, ориентированными друг отно-
сительно друга [2].

ПРОВЕДЕНИЕ МОДЕЛЬНЫХ 
РАСЧЁТОВ

Далее в работе рассматриваются компо-
зиты с включениями двух типов. К первому 
типу относятся дисперсные включения по-
литетрафторэтилена (ПТФЭ), равномерно 
распределенные в пространстве композита 
и выполняющие антифрикционную роль. Ко 
второму типу относятся рубленые короткие 
волокна, хаотически распределенные в про-
странстве композита и выполняющие функ-
цию его упрочнения. Отдельно исследуются 
композиты, наполненные: а) высокотермо-
огнестойкими полиимидными волокнами 
(марка АРИМИД, ТУ 2272–034–17277875–
2003, изготовитель  – ​ООО «ЛИРСОТ», 
г. Мытищи); б) волокнами бесщелочного 
стекла (БЩС). В качестве матрицы – ​ком-
понент третьего типа – ​рассматриваются 
эпоксидные связующие ЭПАФ, ЭПАФ-м 
и ЭД‑20. Связующее ЭД‑20 рассмотрено для 
проведения сравнительного анализа эксплуа
тационных упругих характеристик трибо-
композитов на его основе и на основе смол 
ЭПАФ, ЭПАФ-м. Физико-механические 
свойства компонентов трибокомпозитов 
приведены в таблице 1 (E – ​модуль Юнга при 
сжатии, n  – ​коэффициент Пуассона, r – ​
плотность).

При построении модели прогнозирова-
ния эффективных упругих свойств рассмат
риваемых материалов будем основываться 

на представлении их структуры в виде стати-
стически однородных матричных компози-
тов. Армирование композитов производится 
включениями в виде сфер одинакового ра-
диуса R и в виде равных друг другу вытянутых 
эллипсоидов вращения (l

1
, l

2
 и l

3
 – ​полуоси 

этих эллипсоидов, большая из которых име-
ет длину L). При этом эллипсоиды ориенти-
рованы своей большей полуосью в простран-
стве композита в семи различных направле-
ниях (относительно лабораторной системы 
координат). А именно, параллельно коорди-
натным осям (три направления) и параллель-
но прямым, образующим равные углы со 
всеми координатными осями (четыре на-
правления). Кроме того, будем считать, что 
модельные композиты состоят из изотроп-
ных компонентов с объёмными концентра-
циями V

1
, V

2
 и V

3
, где индекс «1» относится 

к ПТФЭ, индекс «2» – ​к волокнам (АРИМИД 
или БЩС), а «3» – ​к связующим (ЭПАФ, 
ЭПАФ-м или ЭД‑20).

С учетом (2) расчётное соотношение (3) 
для тензора эффективных модулей упругости 
c* примет следующий вид:

( )( )

( )( )

1
с

1
1

с  .

s s s s
s

s s s
s

c V c I g c c

V I g c c

−
∗

−
−

 = − − 
 

 − − 
 

∑

∑



  	 (5)

В формуле (5) c
s
 и cc – ​тензоры модулей 

упругости s-го компонента композита и од-
нородного тела сравнения соответственно; 
g

s
 – ​это тензор g(r) s-го компонента компо-

зита, вычисляемый по соотношению (4). При 
этом g

1
 соответствует сферическим включе-

ниям (l
1
 = l

2
 = l

3
 = R = 1); g

2
 соответствует 

эллипсоидальным включениям (волокнам), 
ориентированным относительно осей коор-
динат вдоль указанных выше семи направ-
лений, с главной полуосью L = 50 и осталь-
ными полуосями, равными 1; g

3
 – ​связую

щему (при вычислении g
3
 полагалось, что 

l
1
 = l

2
 = l

3
 = 1). Будем считать также, что 

объёмные содержания эллипсоидальных 

Таблица 1
Физико-механические свойства компонентов трибокомпозитов [1, 5, 7–10]

Тип компонента Материал компонента E, ГПа n r, г/см3

1 ПТФЭ 0,15 0,33 2,20

2 АРИМИД
БЩС

120,0
76,2

0,36
0,22

1,45
2,54

3 ЭПАФ
ЭПАФ-м
ЭД‑20

5,4
4,6
3,8

0,46
0,42
0,39

1,30
1,24
1,18
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включений в  каждом из семи указанных 
направлений одинаковы и равны V

2 
/7.

Для проведения модельных расчётов при 
операциях над тензорами использовалась их 
матричная форма записи [6]. При этом не-
нулевые элементы c

ij
 (i, j = 1, 2, …, 6) симмет

рической матрицы тензора модулей упруго-
сти c для изотропного материала выражают-
ся через модуль Юнга E и  коэффициент 
Пуассона n следующим образом:

11 22 33

(1 )

(1 )(1 2 )

E
c c c

n
n n

−
= = =

+ −
;

44 55 66 2(1 )

E
c c c

n
= = =

+
;

12 21 13 (1 )(1 2 )

E
c c c

n
n n

= = =
+ −

.

При вычислении упругих характеристик 
однородного тела сравнения использовался 
метод самосогласования [6, 11]. С этой целью 
в работе была организована итерационная 
процедура, в которой в качестве параметров 
cc тела сравнения брались значения тензора 
модулей упругости (в матричной форме за-
писи), полученные на предыдущем шаге 
итерации. В качестве начальных значений 
параметров тела сравнения брались упругие 
характеристики, полученные в приближении 
Хилла, т. е. среднего арифметического значе-
ний, полученных в приближениях Ройсса 
и Фойгта [6, 11]. Выход из итерационной 
процедуры осуществлялся, когда максималь-
ная разница между модулями cc составляла 
менее 0,01.

Результаты всех модельных расчётов 
приведены далее относительно процент-
ных концентраций m

s
 (s = 1, 2, 3) элементов 

неоднородности по массе, связанных 
с объёмными концентрациями и плотно-
стями компонентов композита с помощью 
формулы

100s s
s

i i
i

V
m

V

ρ
ρ

= ⋅
∑

, мас. %.

Численное моделирование, проведенное 
по соотношению (5) для различных значе-
ний концентраций включений, показало, 
что рассматриваемые в работе композиты 
обладают изотропией эффективных упругих 
свойств [6]. Таким образом, расчёты тензо-
ра эффективных модулей упругости c* пол-
ностью подтвердили те предположения, 
которые можно было выдвинуть заранее, 

исходя из структуры рассматриваемых ма-
териалов.

На рис. 1 и 2 приведены результаты чи-
сленных расчётов значений эксплуатацион-
ных упругих характеристик – ​модуля Юнга 
E* и коэффициента Пуассона n* – ​модельных 
трибокомпозитов от изменений процентных 

Рис. 1. Изменение эксплуатационных упругих 
свойств трибокомпозитов при увеличении 

процентного содержания m
2
 волокон (АРИМИД 

или БЩС) и фиксированной концентрации 
m

1
 = 10 % ПТФЭ:

1 – ​ЭПАФ, 2 – ​ЭПАФ-м, 3 – ​ЭД‑20.

Рис. 2. Изменение эксплуатационных 
упругих свойств трибокомпозитов при 

увеличении процентного содержания m
1
 ПТФЭ 

и фиксированной концентрации m
2 

= 50 % волокон 
(АРИМИД или БЩС):

1 – ​ЭПАФ, 2 – ​ЭПАФ-м, 3 – ​ЭД‑20.

а

а

б

б
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содержаний волокон (АРИМИД или БЩС) 
и дисперсных включений ПТФЭ.

Эксплуатационные упругие характери-
стики E* и n* вычислялись через элементы 
матрицы c* с помощью следующих формул 
[6]:

44 12 44

12 44

(3 2 )c c c
E

c c

∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗

+
=

+
; 12

12 442( )

c

c c
n

∗
∗

∗ ∗=
+

.

 ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основании проведенных исследова-

ний можно заключить следующее.
1. Применение в  качестве связующих 

смол с высоким содержанием эпоксидных 
групп приводит к существенному улучшению 
эксплуатационных упругих свойств трибо-
композитов по сравнению с материалами на 
основе других полимерных связующих 
(см. рис. 1, 2 и [4]).

2. Увеличение концентрации волокон при 
фиксированном содержании включений 
ПТФЭ приводит к росту значений E*, при 
этом характер зависимости – ​нелинейный 
(рис. 1а). Увеличение же концентрации дис-
персных включений ПТФЭ при фиксиро-
ванном содержании волокон может приво-
дить как к незначительному росту (при ис-
пользовании волокон АРИМИД), так 
и к незначительному снижению значений E* 
(при использовании волокон БЩС). При 
этом характер зависимости близок к нели-
нейному (рис. 2а).

3. Увеличение концентрации волокон 
АРИМИД при фиксированном содержании 
включений ПТФЭ приводит к немонотон-
ному изменению значений коэффициента 
Пуассона n* (рис. 1б). Увеличение же про-
центного содержания дисперсных анти-
фрикционных добавок ПТФЭ при фиксиро-
ванной концентрации волокон АРИМИД 
приводит к  незначительному снижению 
значений n* по закону, близкому к линейно-
му (рис. 2б).

4. Увеличение концентрации как волокон 
БЩС, так и дисперсных антифрикционных 
добавок ПТФЭ приводит к монотонному 
уменьшению значений коэффициента Пу-
ассона n* (рис. 1б, 2б).

5. Поскольку вариация процентного 
содержания волокон (АРИМИД или БЩС) 
приводит к более значительному измене-
нию эксплуатационных упругих характе-
ристик трибокомпозитов, чем вариация 
концентрации включений ПТФЭ, необхо-
димы дополнительные экспериментальные 
и теоретические исследования по оптими-
зации концентрации как ПТФЭ, так и во-
локон с целью максимального улучшения 
трибохарактеристик рассматриваемых 
композитов без существенного ухудшения 
их упруго-прочностных показателей. Ска-
занное особенно важно для трибокомпо-
зитов, работающих в тяжелонагруженных 
узлах трения.
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